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Przedmowa

Niniejszy skrypt przeznaczony jest dla studentow, ktérzy maja w programie stu-
diéw przedmiot ,,Wytrzymato$¢ materialow” i pragna poznaé¢ sposdéb wyznaczania mo-
mentoéw gnacych i sit tnacych przy rozwiazywaniu belek.

Autor pragnal uczyni¢ podrecznik wygodnym s$rodkiem do nauki rozwiazywania
belek i przedstawil sposob postgpowania przy ich rozwiagzywaniu. Kazde zadanie po-
przedzone jest trescia i rysunkiem, a nast¢pnie kazdorazowo zostat przedstawiony tok
postepowania przy prawidlowym ich rozwiazywaniu.

Tres$¢ podrecznika podzielono na dwie czesci, pierwsza podajaca w sposob bardzo
skrotowy teori¢ zginania belek statycznie wyznaczalnych, a w drugiej przedstawiono
W sposoOb bardzo przystepny ich rozwiazywanie.

Przy pisaniu tego skryptu korzystalem z istniejacej literatury i zebralem tam mate-
riaty do napisania niniejszego skryptu.

Jezeli skrypt ten speini zamierzone przez mnie zadanie i ulatwi czytelnikowi
i studiujacym poznanie tej pigknej i wciaz zywej dziedziny nauki, jaka jest wytrzyma-
lo$¢ materiatow — a szczeg6lnie rozwiazywanie belek — stanowi¢ to bedzie dla mnie
najmilsza nagrode.

Autor






1. Ogolne zagadnienia o zginaniu

1.1. Sposoby podparcia belek

Zginanie zachodzi wowczas, gdy sity dzialajace na pret sprowadzaja si¢ do dwoch
par lezacych w plaszczyznie przechodzacej przez o$ preta lub w ptaszezyznie roéwnole-
gtej do niej. Zginanie proste zachodzi tylko w pierwszym przypadku; drugi nalezy do
zagadnien wytrzymalosci ztozonej. Prety zginane nazywamy belkami. Sity dziatajace
na belki dzielg si¢ na dwa rodzaje:

1) obciazenia,

2) reakcje podpor.

Rys. 1.1

Jezeli rozpatrzymy belke o przekroju symetrycznym (rys. 1.1), na ktora dzialaja
sity zewnetrzne P, P, 1 P; oraz reakcje R| i R, lezace w plaszczyZnie symetrii belki, to
pod dziataniem tych sit belka ugnie si¢ w taki sposob, ze oS jej pozostanie po ugigciu
si¢ nadal w plaszczyznie dziatania sit zewnetrznych. Plaszczyzne t¢ nazywamy ptasz-
czyzng zginania, taki za$§ przypadek zginania nazywamy zginaniem ptaskim.

Sily zewngtrzne obciazajace belke moga si¢ sprowadzac do sit skupionych lub do
par, mogg to by¢ rowniez obciazenia ciagle roztozone réwnomiernie lub nieréwno-
miernie wzdhuz belki.

Podpory bywaja trzech rodzajow:
1) podpora przegubowa stata,

2) podpora przegubowa ruchoma,
3) utwierdzenie.



Podpora przegubowa stala pozwala na obrét konca belki dookota osi przegubu,
nie dopuszcza natomiast przesuwu konca belki ani w kierunku jej osi, ani w kierunku
prostopadtym do niej. Reakcja przechodzi tu przez $rodek przegubu i lezy w ptaszczyz-
nie zginania, kierunek jej jest nam jednak nieznany. Zamiast wyznaczania wielko$ci
reakcji 1 kata o, ktory tworzy ona z osig belki, wygodniejsze jest roztozenie reakcji na
dwie sktadowe — pozioma i pionowa wzdtuz osi prostokatnego uktadu wspotrzednych,
ktérego poczatek przyjmujemy na lewym koncu belki. Woéwczas o$ x pokrywa si¢
z osig belki, 0§ y za$ jest skierowana do gory. Mamy wowczas dwie reakcje nieznane
pod wzgledem wielkosci, lecz o znanych kierunkach. Na podporze przegubowe;j statej
sq zatem zawsze dwie niewiadome R, i R Schematycznie bedziemy przedstawiali pod-
pore przegubowa statq tak jak na rysunku 1.2.

Rys. 1.2

Podpora przegubowa ruchoma réozni si¢ od podpory statej tym, ze jest umiesz-
czona na rolkach. Pozwala ona na obrot konca belki dookota osi przegubu oraz na jego
przesuw w kierunku konca belki, umozliwia natomiast przesuw w kierunku prostopa-
dtym do osi belki. Reakcja na podporze ruchomej przechodzi przez srodek przegubu
1 jest prostopadta do osi belki. Mamy tu zatem tylko jedng niewiadoma R. Schemat
podpory przegubowej ruchomej przedstawiono na rysunku 1.3.

Rys. 1.3

Utwierdzenie nie pozwala ani na obrdt konca belki, ani na przesuw w zadnym
kierunku. Obrotowi przeszkadza tu para sit, ktéra utwierdzenie wywiera na belke. Mo-
ment tej pary nazywamy momentem utwierdzenia, jest on nieznany podobnie jak nie-
znana jest rowniez co do wielkosci 1 kierunku reakcja w miejscu utwierdzenia. Reakcje
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te rozktadamy na dwie sktadowe — prostopadta i rownolegla do osi belki, o znanych
kierunkach, lecz nieznanych wielkos$ciach. W miejscu utwierdzenia mamy zatem trzy
nieznane reakcje:

1) moment utwierdzenia M,
2) reakcj¢ pozioma R,,
3) reakcjg pionowa R,

Utwierdzony koniec belki przedstawiamy schematycznie tak, jak na rysunku 1.4.

Rys. 1.4

W celu wyznaczenia niewiadomych reakcji musimy korzysta¢ ze statycznych wa-
runkéw réwnowagi (sity czynne + reakcje). Dla ptaskiego uktadu sit jest ich trzy: dwa
roOwnania sumy rzutdow sit na osie uktadu i jedno réwnanie momentéw wzgledem do-
wolnego punktu. Zazwyczaj belki posiadaja kierunek poziomy, a sily pionowy — wtedy
liczba rownan redukuje si¢ do dwoch, poniewaz rzut kazdej sity na osi poziome;j x jest
rowny zeru. Jezeli liczba niewiadomych reakcji jest rowna lub mniejsza od liczby sta-
tycznych rownan, reakcje dadza si¢ wyznaczy¢ (belka jest statycznie wyznaczalna).
W wypadku gdy liczba niewiadomych jest wigksza od mozliwej ilosci rownan statyki,
woweczas belka staje si¢ statycznie niewyznaczalna.

| lﬂ > le|>o<| 1P3 |
VAN 7oy 7Y AN

Rys. 1.5

Oprocz wymienionych belek wystepuja belki ciaglte przegubowe (rys. 1.5). Rozpa-
trujemy w takich wypadkach najpierw warunki rownowagi belek podwieszonych
1 znajdujemy reakcje tak, jak to si¢ robi przy belkach na dwoch podporach. Oddziaty-
wania te przenosza si¢ poprzez przeguby z belek podwieszonych na belki podstawowe.
Znajac wielkosci oddziatywan w przegubach mozemy wyznaczy¢ reakcje belek pod-
stawowych.
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1.2. Czyste zginanie

Zatozmy, ze pret spoczywajacy na dwoch podporach obcigzony jest rOwnymi sita-
mi P tak jak na rysunku 1.6. Przyjmujemy symetryczny przekrdj preta, przy czym sity P
dzialaja w ptaszczyznie symetrii. Zgigcie polega na tym, ze pierwotnie prosta o$ preta
ulega zakrzywieniu, a poprzeczne przekroje — pierwotnie do siebie rownolegle ulegaja
pochyleniu. Dla znalezienia sit wewngtrznych w precie poprowadzimy migdzy podpo-
rami dowolny przekrdj m—n i odrzucajac lewq czes¢ preta, zastapimy oddzialywanie jej
na prawa sitami wewnetrznymi, przytozonymi w poprowadzonym przekroju.

Aby pozostata prawa czgs$¢ belki znajdowata si¢ w rbwnowadze, sity wewnetrzne
w przekroju m—n musza sprowadza¢ si¢ do uktadu réwnowaznego uktadowi dziataja-
cemu na odrzucong czes¢ lewa, a wigc do pary sit. Przypadek, kiedy sily zewnetrzne
redukuja si¢ wylacznie do pary sil, okreslamy nazwg czystego zgigcia. Ze statycznych
warunkéw rownowagi wynika zatem, ze sity wewngtrzne w przekroju sprowadzaja si¢
do pary sit o momencie

M = Pa.

Zginanie, przy ktorym o$ belki po odksztatceniu pozostaje w ptaszczyznie dzialania sit
zewnetrznych, nazywamy zginaniem plaskim. O sposobie rozlozenia sit wewngtrznych
w przekroju bedziemy mogli wnosi¢ na podstawie analizy odksztalcenia preta.

Rys. 1.6

Oto6z, jezeli poddamy zgieciu pret kauczukowy o przekroju prostokatnym, na kto-
rym wyrysowano siatke linii prostych na wszystkich czterech scianach (tzn. bocznych)
oraz gornej i dolnej tak, jak na rysunku 1.7, to po odksztalceniu zauwazymy, ze:

— linie podtuzne na $cianach bocznych zakrzywiaja si¢ pozostajac prostopadtymi

do linii poprzecznych;

— linie poprzeczne na $ciankach bocznych, pierwotnie do siebie réwnolegte, na-

chylajac si¢ ku sobie, pozostaja jednak liniami prostymi;
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— linie obwodowe wyrysowane na powierzchni gérnej, dolnej i obu bocznych,
lezace poczatkowo w jednej ptaszczyznie, pozostaja nadal w tej ptaszczyznie
pomimo pewnego odchylenia katowego calej ptaszczyzny, co nasuwa przy-
puszczenie, ze i pomyslane w tej ptaszczyznie linie, lezace wewnatrz preta,
pozostang w tej samej ptaszczyznie;

— paski podtuzne, na jakie podzielona jest gorna $cianka preta, ulegaja przy zgig-
ciu wydhluzeniu i1 zwezeniu, natomiast paski na $ciance dolnej (wklgstej) roz-
szerzajq si¢, a dlugos¢ ich maleje. Pomiar tych odksztatcen podtuznych i po-
przecznych wykazuje, ze stosunek ich odpowiada liczbie Poissona;

— odksztatcenia wiokien w tej samej plaszczyznie poziomej sg jednakowe.
Wskutek tego normalne napre¢zenia zmieniajace si¢ wzdhuz wysokosci przekro-
ju pozostajg state na jego szerokosci.

Rys. 1.7

Opierajac si¢ na tych spostrzezeniach mozemy ustali¢ podstawowe zalozenia dla

teorii zgigcia.

— Przekroje poprzeczne preta poddanego czystemu zginaniu pozostaja plaskie;
zachodzi to wtedy, gdy dtugosc¢ belki jest przynajmniej pigc razy wigksza od jej
wysokosci.

— Widkna belki wywieraja na siebie pewne naciski, sa one jednak tak mate, ze
mozna je pominac.

— Materiat podlega prawu Hooke’a, przy czym modut sprezystosci £ jest jedna-
kowy dla rozciagania i $ciskania.
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Obserwujac zgigta postac preta zauwazymy, ze podtuzne widkna po stronie wypu-
ktej ulegaja wydtuzeniu, a po stronie wklgstej skroceniu. Z tego wynika, iz w $rodku
preta istnieje warstwa, ktorej dtugo$é przy zgigciu nie ulega zmianie. Jest to tzw. war-
stwa obojetna. Wtokna podtuzne na zewnatrz tej warstwy ulegaja wydtuzeniu i zweze-
niu, natomiast widkna podtuzne po stronie wewnetrznej ulegaja skrdceniu i poprzecz-
nemu rozszerzeniu. Dlatego prostokatny przekrdj belki zmienia si¢ na trapezowy, gdzie
krotszy bok jest po stronie wypuktej preta, a dtuzszy po stronie wklgste;.

Dla znalezienia naprezen w dowolnym przekroju poprowadzonym w odleglosci x
od lewej podpory, odrzucamy lewa czes¢ belki zastepujac jej oddzialywanie na prawa
sitami wewngtrznymi, majacymi punkty zaczepienia w danym przekroju. Sily we-
wnetrzne muszg stanowi¢ uktad rownowazny uktadowi sit dziatajacych na lewa czgsé
preta. Uktad ten redukujemy do jednej sity przechodzacej przez srodek poprowadzone-
go przekroju oraz do pary sit.

Ogolnie mozemy powiedzieé, ze sita tnaca w dowolnym przekroju belki réwna si¢
sumie algebraicznej sit zewnetrznych dziatajacych na belke po jednej stronie rozpatry-
wanego przekroju, a dziatajacy moment gnacy réwna si¢ sumie algebraicznej momen-
tow (wzgledem tego przekroju) sit zewnetrznych dziatajacych po jednej stronie tego
przekroju. Jest to tzw. moment zginajacy.

Sity tnace i momenty gnace uzalezniamy od sit zewng¢trznych dziatajacych po le-
wej stronie rozpatrywanego przekroju. Jednak z warunkow rownowagi wynika, ze
mozna je uzalezni¢ od sit dziatajacych po prawej stronie danego przekroju i tatwo
sprawdzi¢, ze otrzymane wyniki dla sity tnacej i momentu gnacego bytyby wowczas
takie same co do wartosci, tylko z przeciwnymi znakami. Wynikiem dziatania momen-
tu zginajacego sa napre¢zenia normalne w przekroju poprzecznym belki, natomiast
w wyniku dziatania sity poprzecznej powstaja w przekroju napre¢zenia styczne, czyli
Scinajace. Naprezenia $cinajace wystepuja rowniez w przekrojach réwnolegtych do po-
dtuznej osi belki.

Znaki sit tnacych 1 momentéw gnacych przyjmujemy wedtug nastepujacej umowy:

— sila tnaca jest dodatnia, jezeli dazy do podniesienia lewej czesci belki,
— sila tnaca jest ujemna, gdy dazy do jej opuszczenia (rys. 1.8).

Wzgledem prawej czesci belki sita tnaca jest dodatnia, jesli dazy do obnizenia
prawej czesci belki, a uyjemna zmierza do jej podniesienia.

a) A b) f
+T -
I T

L

+T T

Rys. 1.8
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Moment gnacy uwazamy za dodatni w danym przekroju, jesli dazy do obrdcenia
lewej czesci belki wzgledem rozpatrywanego przekroju zgodnie z obrotem wskazoéwki
zegara, a ujemny — jesli obrét wywotany bytby przeciwny (rys. 1.9).

a)
+M +M

(TN O S

o

Rys. 1.9

W stosunku do prawej strony belki moment gnacy w danym przekroju uwazamy
za ujemny, jesli zmierza do obrdcenia prawej czesci belki w kierunku zgodnym z ru-
chem wskazowki zegara, a dodatni — jesli obrot wywotywany bytby przeciwny. Mo-
ment gnacy dodatni powoduje wygiecie belki wypuktoscia w dot, a uyjemny — wypukto-
$cig w gore.

Sita tnaca i moment gnacy charakteryzuja obcigzenie belki w danym przekroju. Im
wigksza jest sita tngca, tym wigksze grozi belce niebezpieczenstwo $cigcia w danym
przekroju, a im wigkszy jest moment gnacy, tym belka bardziej wygina si¢ w tym prze-
kroju 1 tym wigksze zachodzi niebezpieczenstwo jej ztamania. Z tych wzgledow dla
kazdej obcigzonej belki nalezy okresli¢ przekr6j niebezpieczny, tj. ten, w ktorym panu-
je najwigkszy moment gnacy.

Zardéwno sita tnaca, jak i moment gnacy w belce sg funkcjami odlegtosci x mierzo-
nej wzdhuz osi podtuznej belki. Przy analizie belek zginanych wymagana jest znajo-
mos¢ sily tnacej i momentu zginajacego w kazdym przekroju. Szczegolnie wazna jest
znajomo$¢ maksymalnej sily tnacej oraz maksymalnego momentu zginajacego, ktore
to wielkosci bierzemy do oceny wytrzymatosciowej catej belki. Najlepszym sposobem
znalezienia tych wielkosci jest wykonanie wykresow przebiegu zmiennosci sity tnacej
1 momentu gnacego jako funkcji x. Na osi odcigtych odmierzamy biezace potozenie
rozpatrywanego przekroju poprzecznego belki, a wzdtuz osi rzednych odnosimy odpo-
wiednie wartos$ci sity tnacej lub momentu gnacego. Te wykresy sa nazywane wykresa-
mi sily tnacej i momentu gnacego. Wskazane jest, aby wykresy te umieszcza¢ bezpo-
srednio pod rozpatrywana belka, stosujac te samg skale wzdtuz dlugosci belki. Nie jest
zwykle potrzebna wysoka precyzja wykonania tych wykresow, chociaz istotne wartosci
rzg¢dnych nalezy podawac liczbowo lub w sposob ogolny.
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2. Zadania z rozwigzaniami

Zadanie 1

Dla belki swobodnie podpartej i obciazonej jak na rysunku 2.1a, wyprowadzi¢
wzory na sily poprzeczne i momenty gnace, i wedlug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy
podane na rysunku 2.1b i 2.1c.

a) YA % 1
X1 P
Y
A\~ _A\e
a b —
R, ~ 1R,
/
b) A T(x)
Pb 4 ()
el 3
. ~ > X
@ [[II[$-*
C) A M(x)
}
Pab
o g
> X
Rys. 2.1. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowg w punkcie A, bierzemy sum¢ momentow wzgledem
punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy z mo-
mentéw wzgledem punktu A. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.

Wtedy

SMy=R,-1+P-b=0,
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skad
P-b
_l .

Wykorzystujac sume rzutdéw sit na 0§ OY otrzymamy

RA:

M, =—Rp-l+P-a=0,
skad

Znak dodatni dowodzi, Zze rzeczywisty zwrot reakcji R i Rp jest zgodny z zato-
zonym.
Wydzielamy w belce dwa przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0<x,<a.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

M(x)) = Ryxy,
dla:
M1 -0)=0,
P-b-a
M(x1=a) - / >

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

T(x)) =Ry,
dla:
P-b
Tixi=0) = =
P-b
T(xl a) — T

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
a<x,<l.
Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

M) = Ry(xy—2) — P(x;— a),

18



dla:
P-b-a

M(x2:a):T

2

M(x2:1):0a

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

T(x2) =R, —P,
P-a
Th - y=—
(x2 = a) /
P-a
Tixo = 1) ==

Zadanie 2
Wykonaé wykresy sit tnacych i momentdéw gnacych dla belki przedstawionej na
rysunku 2.2a.

a) X3

b AT
) x) @ -

0) A M(x)

X
% Pa

Rys. 2.2. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Warto$¢ reakcji Ry i Rp sa sobie rowne i wynosza P. W belce wyodrgbnimy trzy
przedziaty zmiennosci sit poprzecznych i momentdéw zginajacych.

19



20

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

0<x;<a.

Ogodlne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie mialo postaé:

M1y =—Pxy,
My1-0)=0,
My =0y =~ Pa,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziahu:
Ty =—P,
T1=0)=— P,
Th=qy=—P.

2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
a<x,<2a.
Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedziatu be¢dzie miato postac:
Moy =—Px, + R (xy—a)=—Pa,
Mo = 4 =—Pa,
M2 = 2q) =~ Pa,
natomiast sila tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =—P+R,=0,
e
T, x2=2a) ~ 0.
3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
2a < x3<3a.
Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:
M3y =—Pxz+ R, (x5 —a) + Rp(x3 — 2a) = Px; — 3Pa,
M3 =24 =—Pa,
M3 -34=0,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu

T(x3):_P+RA+RB:P'



Zadanie 3
Wykona¢ wykres momentdéw zginajacych i sit tnacych dla belki AB podpartej
przegubowo na obu koncach i obciazonej sitg skupiong P oraz parg sit o momencie

Pl .
M = 71, jak pokazano na rysunku 2.3a.

A
a) Y X3
)
X4
- - M
P >
m|Yy n r X
A milc D " /ANB
R R
8 1 1 1 ?
3 3 3
b) AT(x)
il
el ®© -
5
2P
c) A M(x)
2Pl
Pl 18
LA G_
18 - X
2
Pl
Rys. 2.3. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Podpora A jest stata, podpora B ruchoma, poniewaz sita P i reakcja Rp sa pionowe,
zatem i reakcja R, musi by¢ pionowa. Wyznaczamy wartos¢ reakcji R, 1 Rz. ROwnanie

momentow wzgledem punktu B ma postac:

RAZ—P§Z+M=O,

2
R,==P
473

——:—P——:
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Réwnanie rzutdow na kierunek pionowy ma postac
R,+Rz=P,
skad
P 5

Ry=P-R,=P-—="P.
B A 6 6

Wyrazenia na moment zginajacy i na sil¢ tnaca musimy pisaé dla kazdego z trzech
przedziatéw osobno. Najpierw przetniemy belke w przekroju m—m o odcigtej x;, mo-
ment zginajacy w tym przekroju

M1y =R yxy,
odcigta x; jest w pierwszej potedze, moment zatem zmienia si¢ wzdtuz przgsta AC li-
niowo, ponadto x; moze przybiera¢ wartosci od 0 do /3. Przy:

X = 0, M(xl) =0,
[ Pl
X =—, M, \=—.
1 3 (x1) 18
Sita tnagca w przekroju m—m
P
Ty=Ry= re

Sita tngca nie jest zalezna od odcigtej x;, ma wigc wartos$¢ stata wzdhuz przedzia-
hu AC. Nastepnie belka jest przecigta w przekroju n—n o odcietej x,. Moment zginajacy
w tym przekroju

/
M(xz) :RAx2 _P(X2 _5)

. . ., .. / 2] . S
Odcigta x, moze przybiera¢ wartosci od — do —, moment zginajacy zmienia si¢
wzdtuz przedziatu CD liniowo: 3 3

! I (1 1) _PI

L Mgy =Ry——Pl2=Z =2,
2Ty C2 73 (3 3) 18

21 2 (2 1) 2

_2 Mgy =Ry =Pl == === PI.
273 (D =743 (3 3) 9

Sita tngca w przekroju n—n

5
T'(xz):RA_P:_gP.
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Przecinamy belk¢ w przekroju r— o odcigtej x3. Moment zginajacy w tym przekroju
/

. . L. 21 . Lo
Odcigta x; moze przybiera¢ wartosci od — do /. Moment zginajacy zmienia Si¢
wzdtuz przedziatu DB liniowo, i przy:

21 21 20 1 5Pl
=2, My=R, o—pl -y =221,
373 (@3) =04y ( 3] 18

I
X3=l, M(x3):RAl_P Z—E +M =0.

Wykres momentoéw zginajacych jest pokazany na rysunku 2.3b. Sila tngca w prze-
kroju r—r wynosi
5P

Ty =Ry =P ==

Wykres sil tnacych jest pokazany na rysunku 2.3c.

Zadanie 4
Wykona¢ wykresy momentéw zginajacych 1 sit tnacych dla belki AB podpartej
przegubowo obu koncami i obcigzonej dwiema sitami P, jak pokazano na rysunku 2.4a.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutdéw sit na o§ OY. Zwroty obu reakcji zaktadamy, ze dziataja do gory.

Wtedy

S M, =Pl—P2l—Ry3[=0,

skad:
P
RB:_?,
ZPy:RA—P+P+RB:O,
skad
P
R, =—Rp=—.
A BT

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R, jest poprawnie przyjety.
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a) o
o % . *P
A Y, Ol
RA / e | - /_V RB
b)  T(x)
S [[@]] @
X
2P ~
E =
Pl
3 +
7 x
ﬂ -
3

Rys. 2.4. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce trzy przedziaty.
1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <l

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

My = Ryxy,
dla:
Mgy -0) =0,
Pl
M=y =3

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

Tory=Ry,
dla:
P
T(xl =0) = ;,
P
Tia=1) =3



2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
1<x,<21
Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postac:

M) = Ryx, — P(xy = D),

Pl
Moop =3

Pl

M 2= =3

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

T(XZ) :RA —P,
2P

Tix2=1) = 30
2P

Tixa=21 =T

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
21 <x3 <31
Ogolne rownanie momentoéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:
M3y = Ryx3 — P(x3 — 1) + P(x3 — 20,

Pl
M(x3=2[) = —?,

M 3.3 =0,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:

T(x3):RA—P+P,

P
T(x3=2[) :?a
P
Tix3=31) :?-
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Zadanie 5
Wykona¢ wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki podpartej prze-

gubowo obcigzonej sita skupiong P oraz parg sit o momencie M = P/, jak pokazano na

rysunku 2.5a.

a) B X3
X3
= > M
p X g
N N g
R, > R,
1 1 1
3 3 3
b) A T(x)
2P G#
X
S1IE
c) A M(x)
Al
& 3
B T X
3 F £
3 Pl

Rys. 2.5. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowg w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na 0§ OY. Zwroty obu reakcji zaktadamy do gory.

Wtedy:
/ 2
SM,=P——M-—— Ryl =0,
3 3
skad
Rp=-2P,
skad

RA:3P
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Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
/
0< X1 <—.
3

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

My1) == Pxy,
dla:
M=) =0,
/
Mi-y3=—P 3

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

T(xl):_P7
dla:

Toi=0)=—P,

T =y3=—P.

2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

LSXZ SZ_Z

3 3

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

l
M(xz) = _sz +RA(.X2 _E),

/
M o-i3y=—P—,

3

/
M =013y = Pg,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =—P+Ry,
T =y3)=2P,
To =213y =2P.
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3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

2
—ISX3 Sl
3

Ogdlne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:
/
M (3 =—Px; +RA(X3 —5)—M,

M- = —ZTPZ,
Mz -=0,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
Tws) =—P+Ry,
T3 =23y = 2P,

T(x3 =1 = 2P
Zadanie 6

Wykona¢ wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki podpartej prze-

gubowo w punktach A i B, obcigzonej dwiema sitami skupionymi P, jak pokazano na
rysunku 2.6a.

a) Y X3

X2

X1

) =X
- f A B

b) T(x)

Nl —
0
-

N Bl

c) M(x)

|
-
SRR

Rys. 2.6. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
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Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sumg¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutdéw sit na o§ OY. Zwroty obu reakcji zaktadamy do gory.

Wtedy

l 3
YM,=P——Rgl+P—1=0,
2 2
skad:
Rp=2P,
skad

RA:—2P.

Znak ujemny dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R, jest przeciwny do przy-
jetego.
Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
/
0< X1 <—.
2

Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

M(xl) N le,
dla:
M=) =0,

Pl
2 2

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

M x1=1/2) =

T(xl):P’
dla:

Thi=0)=P,

Tor=ip)=P.

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

iS)Cz S3_Z
2 2

29



Ogodlne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie mialo postaé:

/
M(xz) :Px2 +RA(.X'2 —E),

Pl
M 2-12) =7

P
2 2

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:

M o312 =—

Taoy =P+ Ry,
Too=ip=-P,
Too=31p)=—P.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

2

Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:
l 3/
Pl
M 3-312) = % &
M3-2)=0,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:

T(x3):P+RA+RB7

Tz=312)=P,
T(x3:21):P.

Zadanie 7
Wykona¢ wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki obciazonej sitg
skupiang P jak pokazano na rysunku 2.7a.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutu wzgledem osi OY. Zwroty obu reakcji zakladamy do gory.
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Wtedy: 5 4
ZMA =P;Z+P§Z—RBZZO,

skad:
RBz—P,
ZPy=RA—P—P—RB=O,
kad
- R —4P
A 5 .

Znaki dodatnie dowodza, Ze rzeczywiste zwroty reakcji R4 1 Ry sa poprawnie przyjete.

a) vi ;
3

)I
3N
—
ailno
s
o

-
)

b) p é? %P
S N S | ;X

seyll [ @[]

y T(x)
c) X

M (x)
Rys. 2.7. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Wydzielamy w belce trzy przedziaty.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
2
0< X1 <—1L
5
Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

My = Ryxy,
dla:
M1 -0)=0,

8
M, _ =— PI,
(x1=21/5) =55
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natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Ty =Ry,
dla
4
Ta=0=205) =3 P.
2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
2 4
—1[/< X <—1
5 5

Ogodlne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé:
2

8
M, H_ =— PI,
(x2=21/5) = 5%

6
M, H_ =— PI,
(x2=41/5) = 5%

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

Ty =Ry—P,
Tio=215=41/5) = —é P.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
% [<xy3<l.

Ogolne rownanie momentow dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

2 4
M(x3) =RAX3—P(X3_§I)_P(X3_gI),

6
M, A_ =— PI,
(3=41/5) = 55

Mz -1y=0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
T(x3) :RA —P—P,

6P

Ti3=ay5=1y=— 5



Zadanie 8

Dla belki wolnopodpartej i obcigzonej jak na rysunku 2.8a wyprowadzi¢ wzory na
silty poprzeczne i momenty gnace i wedlug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na
rysunkach 2.8b i 2.8c.

a) YA
)
X1
DL
= X
A h-/ /\ B
R, 5 ] V-
= -1/ B
b) A7)
My
/
X
c) A M(x)
2M,
& 3
X
- M,
T3
Rys. 2.8. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zakladamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.

Wtedy

ZM :_M0+RB'Z:O,
skad
_M,
7

Wykorzystujac sume rzutow sit na 0§ OY otrzymamy:

Rp

skad
M
RA:TO.
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Wydzielamy w belce dwa przedzialy.

1))

2)

Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

2
0SX1<—1.

3

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
My =R yx,

dla:
M1 =0)=0,

WM,
M (1=2p3) = 3

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tory=Ry,
dla:
M

Tixi=0) = ]

M,
T=213) =

Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
2
—[<x, <.
3 2

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedziatu bedzie miato postaé
M 2y =Ryxy —M,,

dla:
M,

M(x2 =20/3) =~ 3

b

Mgy -1y =0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Tixa) =Ry
M

Tiwo=23) = ]

b

M

Tix2=1) =



Zadanie 9

Dla belki wolnopodpartej i obcigzonej jak na rysunku 2.9a wyprowadzi¢ wzory na
silty poprzeczne i momenty gnace i wedlug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na
rysunkach 2.9b 1 2.9c¢.

A
a) Y % . :
BEEEEENEEREEEEEREE N
A B
Ry / 1 Ry
N
2
b) T(x)
#1]
2 +
X
C _a
c) M(x) B
> X
Rys. 2.9. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowag w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zakladamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

XMy = ql'é—RBl=0,
skad
_al
5

Wykorzystujac sume rzutow sit na o$ OY otrzymamy

Y P,=R,—ql+Ry=0,

Rp

skad
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Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R i Rp jest zgodny z zato-
zonym.
Wydzielamy w belce jeden przedzial. Przedziat ten bedzie si¢ zmieniat

ngl <l

Ogdlne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie mialo postaé:

X
M 1y =R 4x —qx '?1,

2
X
Moy =Rx—q '?1,
dla:
My1-0)=0,
My -1y=0,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

q!
Ty = EREAs
dla:
q!
Tx=0) = >
q!
Ta=n==75-

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj,
w ktorym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalna. W celu wyznaczenia warto$ci
maksymalnej przyrownujemy sif¢ tnaca do zera.

Poniewaz
diz:d =Ty = %l —gx; =0,
stad
el
2
Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi

x12 q12
M(x1=x0) =Rx1—q 7:7

36



Zadanie 10

Wykonaé¢ wykresy momentéw zginajacych i sil tnacych dla belki AB podpartej
oba koncami przegubowo 1 obcigzonej rownomiernie roztlozonym obcigzeniem ciag-
ym g w sposob pokazany na rysunku 2.10.

a) v X3

X2

Pivvdy n  / . x
A c D‘QFQH M\ s

/
3

w| =3

A
Ly é
/
c) ‘TM(X)
\ 2
2 42 D i
819 | ® 54
2 ql’ \% 2 :
2 aqr - 2 2
9! 54 Y 819!

7
9 /

Rys. 2.10. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Najpierw wyznaczymy wartosci reakcji R 1 Rz. Reakcja R, ma kierunek pionowy
poniewaz obciazenie ¢ i reakcja Ry sa pionowe (podpora A jest stata, podpora B rucho-
ma). W celu zastosowania rOwnania statystyki do wyznaczania reakcji, trzeba oba ob-
cigzenia ciagle g zastapi¢ ich wypadkowymi, ktére wobec réwnomiernosci roztozenia
tych obciazen, beda przechodzity w srodkach dtugosci odcinkow AC i DB.

Rownanie momentéw wzgledem punktu B ma postac:

2
Rid (i L)Ly _aSlal 2
3 6 3 6 36 18 9
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Roéwnanie rzutdow na kierunek pionowy ma postac:

Jezeli przetniemy belke w przekroju m—m o odcietej x;, to moment zginajacy
w tym przekroju wyraza si¢ nastgpujaco
2
9x
2 2

odcigta x; jest w drugiej potedze, zatem moment zginajacy zmienia si¢ wzdluz belki

My =R x —

w przedziale AC parabolicznie, x; moze zmienia¢ wartosci od 0 do 3 Przy:

X1 = 0, M(xl) = 0,
[ q12
X ==, Mgy =—.
'3 (D™ 54

Sita tnagca w przekroju m—m
Ty =R4—qx;.

Odcigta x; jest w pierwszej potedze, zatem sila tngca zmienia si¢ wzdhuz belki
w przedziale AC liniowo i przy:

2
x =0, Tia =9 ql,
l q!
. | T =-2
173 () =

Aby wyznaczy¢ przekrdj, w ktdrym moment zginajacy przybiera warto§¢ maksy-
malna, bierzemy pochodng momentu zginajacego wzgledem odcigtej x 1 przyrownuje-
my ja do zera:

2

x1 ’ ’

—= =R, —qx; =0, x;=—1L
dx 474N ! 9

Po podstawieniu warto$ci odcigtej x| do wyrazenia na moment zginajacy otrzyma-
my jego warto$¢ maksymalna:
_2ql 2
max 8 1 *

Nastgpnie przetniemy belke przekroju n—n o odcigtej x,. Moment zginajacy w tym
przekroju
/

q
My =Rxy -1 x,-= |
(x2) = f4% 3(2 6)
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Odcieta x, jest w pierwszej potedze zatem, moment Mx, zmienia si¢ wzdhuz belki

. .. . . / 21
w przedziale CD liniowo, x, moze przybiera¢ wartosci od 3 do 3

Przy:

=t M =9
2 3’ (¥2) T gy
21 ql2
X, =—, My =—".
273 (2754
Sita tnaca w przekroju n—n
ql __q!
Ty =Ry——=—"—.
(2) T4 9

Przecinamy belke w przekroju r—r o odcigtej x3, moment zginajacy w tym przekro-
ju wyglada nastepujaco:

2
2
Xy ——1
(3) T a3 T B T 2 ’
X3 moze przybiera¢ wartosci od 2//3 do /. Przy:

21 ql*
x3 _?’ M(x}) :_5_47
X3 = Z, M(x3) =0.

Sita tngca w przekroju r—r wynosi:

/ 2
Tiz) =Ry _%HI(% ——1}

3
P 21 I
q
X3 =—, T; =—,
3 3 (x3) 9
2
X3 :Z, T(x:;)zg ql

Aby wyznaczy¢ w przedziale DB przekrdj, w ktorym moment zginajacy przybiera
warto$¢ maksymalna, przyréwnujemy sil¢ tnaca 7,5 do zera.

4 2
gl 3
Podstawiajac wartos¢ odcigtej x5’ do wyrazenia na moment zginajacy otrzymamy
jego wartos¢ maksymalna wynoszaca:
_2ql 2

max 81 °
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Zadanie 11

Dla belki wolnopodpartej i obcigzonej jak na rysunku 2.11a wyprowadzi¢ wzory
na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzorow sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.11b 1 2.11c. P =180 kN, ¢ = 40 kN/m, M = 40 kNm.

a) Y4 X3

b)  T(x)

100 100
80—
+

80

—40 —

-200

Rys. 2.11. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutdéw sit na o§ OY. Zakladamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory. Wtedy

skad
Rp=-100kN.

Wykorzystujac sumg rzutéw sit na 0§ OY otrzymamy

ZPy =R,—q-4+P+Rp =0,
skad
R, =80 kN.
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Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1y

2)

Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

ngl <4,

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:

X
M 1y =R 43 — g% 71 =0,

2
X
My =Rux —q 71=0»

dla:
M1-0)=0,

My -4=0,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tony=Ry—qxy,
dla:

T(xl =0) =80 kN,
Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

4 < X < 6
Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

M) =Ryx; —q-4(x, =2) - M,

dla:
M(xz =4) = — 40 an’l,

M = 6= —200 kNm,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

Tooy=Ry,

Typ =4y =— 80 kN,

T(x2:6):—80kN.
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3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
6<x3<8 (rozwiazanie od prawej strony).
Ogodlne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé
M 3y = Rp(8—x3),
dla:
M(X3 — 6) = — 200 kNm,
My3-5=0,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:

T3y = — R,
T(X3:6) =100 kN,

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj,
w ktorym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢
w pierwszym przedziale. W celu wyznaczenia wartosci maksymalnej przyréwnujemy
sitg tnacq pierwszego przedziatu do zera.

Poniewaz

dM
dx

=Ty =Ry —gx, =0,

stad
Xp=2m.
Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi

2
X
M(x1=x0) =RAx1—q 71:801(Nm

Zadanie 12
Wykona¢ wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki podpartej prze-
gubowo w punktach A i B i obciazonej sita skupiona P oraz rownomiernie roztozonym

obcigzeniem ciagtym ¢ = T W sposOb pokazany na rysunku 2.12a.

Rozwiazanie
Na samym poczatku wyznaczymy wartos¢ reakcji. Reakcja A jest pionowa, ponie-
waz reakcja B oraz sity obciazajace belke sa pionowe.
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Rys. 2.12. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rownanie momentéw wzgledem punktu B ma postac:

2
ql / P
RJy——+P-—=0, R, =—.
e 2 172
Rownanie rzutow na kierunek pionowy wyglada nastepujaco:
5
RA+RB_qZ_P:O, RB:EP

Nastepnie przecinamy belke w przekroju m—m o odcietej xy, sita tnaca w tym prze-

kroju wynosi

Tony=Ry—qxy,

przy.
P
X1 :O, T'(xl) :E’
3P
x1=1, T(xl):RA_qZ:_T.
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moment zginajacy w tym przekroju
2
9%
2 2

X1 moze przybiera¢ wartosci od 0 do / przy:

My =Ryx —

X1 = O, M(xl) = 0’

Pl

x1=l, M(xl):—?.

Nastgpnie przyréwnujemy do zera sit¢ tnaca aby znalezé przekrdj, w ktorym mo-
ment zginajacy ma warto$¢ maksymalna:

R /
T.n=R,—qgx; =0, o
(x1) A4~ 4dx 1 g 4

2

po czym podstawiamy warto$¢ odcietej x; do wyrazenia na moment zginajacy i otrzy-
mujemy
2
[ q(l Pl
M =R, —=|—| =—.
max A ( ) 16
Aby wyznaczy¢ potozenie punktu przegigcia belki musimy znalez¢ taka wartos¢
odcigtej x|’ przekroju, w ktérym moment zginajacy rowna si¢ zeru:

7”2
» X ] s 2R,
My = Rx)— =0, =A==,

(xD) A% > 1 p >

Przecinamy nastgpnie belke¢ w przekroju n—n o odcietej x,, sita tngca w tym prze-
kroju

Moment zginajacy w przekroju n—n wynosi
/ P Iy 5

My =Ryxy—ql| xy —— [+ Rp(xy =D)=—xy —ql{ x; —— |+ - P(x, =1),
2 2 2) 2

. L L. 3/
X, moze przybiera¢ wartosci od I do o przy:
Xy =l, M(x2)=__a
3/

x2=?, M(x2) =0.
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Zadanie 13
Wykona¢ wykresy momentéw zginajacych i sit tnacych dla belki AB podpartej
obu koncami przegubowo i obcigzonej réwnomiernie roztozonym obcigzeniem cig-

. . 2 .
gltym g oraz silg skupiong P = 3 ql, jak pokazano na rysunku 2.13a.

a) YA
)
X4
9
BEEEEIEELEREEEINN
A fi: B
R 5 P
BAZ 2 - Rg
b T8 x
) s 1, P
% o £ 3
( X
2l 14
al C 6
3
r
c) M(x)} X
2
5 @ O
=X
X4 = ﬂ2
B X} R 24
b X2 ~
Rys. 2.13. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutéw silt na o§ OY.

Obcigzenie belki w przedziale AB zastgpujemy wypadkowa, ktdra wobec rowno-
miernosci roztozenia obcigzenia rowna jest g/ 1 przechodzi przez $rodek odcinka AB.

Zwroty obu reakcji zaktadamy do gory. Wtedy

/ /
M,=—P—+ql ——Rpl=0,
>M, 2 q 2 B
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skad:

q!
Ry Z,
2P, =R,+P-ql+Ry =0,
skad
q!
R, =—.
176

Znaki dodatnie dowodza, ze rzeczywiste zwroty reakcji R, 1 Rz sa poprawnie przy-
jete. Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

OSXI SL
2

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

x
My =Rux —¢q %,
dla:

M1 =0)=0,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tory=Ry—qxy,
dla:

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
/
—<x, <L
7 2

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé:

[
M(xz) :RAX2 +P(x_5)_q.x/'2 -,
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dla:
ql’

My = 21—
(x2=1/2) o

M(xz =1 = 0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

T(xz):RA—qu+P,

ql
Tix2=112) =3
ql
Tio=p ="

W zwiazku z tym, ze funkcja sity poprzecznej w pierwszym i drugim przedziale
zmienia znak z plusa na minus, dlatego wystepuje w nim ekstremum momentu gnacego.
Aby okresli¢ przekrdj, w ktorym funkcja M,, osiagnie ekstremum, musimy przyroéwnaé
do zera funkcje 7 i Tyy:

Ty =Ry—qxy=0,

T(xz):RA—qu+P:0.

. . . I, 51
Z réwnania tego wynika, ze ekstremum wystapi dla x; = . 1Xy=—.

Uwzgledniajac wartos¢ x/ w funkcji M| otrzymamy

2
ql
Mxl max 7_27
ix, w funkcji M, otrzymamy
_a
X2 max 72 :

Zadanie 14

Wykona¢ wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki wsporniko
wej AD, podpartej przegubowo w punktach A i B, obcigzonej rownomiernie roztozo-
nym obcigzeniem ciaglym ¢ oraz sila skupiona P = g/ (rys. 2.14a).

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutéw sit na o§ OY.
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ZMA=PZ—R321+ql§l:O,

skad:
7
a) 7 X3
PR q
P
12111111 00N
A fﬁ: B
R, _RB
I} I} ]
b) } T(x)
| O v
il e ] o
Sa
9) b M(x)
ﬂz @&
4 - X
q12 -
2

Rys. 2.14. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Obciazenie belki w przedziale BD zastgpujemy wypadkowa, ktéora wobec rowno-
miernosci rozlozenia obcigzenia rowna jest g/ 1 przechodzi przez srodek odcinka BD.
Zwroty obu reakcji zakladamy, ze dziataja do gory.

Wtedy

skad

1
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Znaki dodatnie dowodza, ze rzeczywiste zwroty reakcji R, i Rp sa poprawnie

przyjete.
Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <l

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

1
My =Ryx = 1 qlx;,

dla:
M=) =0,

M =1 :% ql’,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:
Tty =Ry :% ql,
dla:
Tixi=0) = L ql,
4

1
Ta=n=7 ql.

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
[<x,<2l
Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedziatu bedzie miato postac:
M2y = Ryxy — P(xy = 1),

|
M(x2:l) =Z ql”,

|
M(x2=21) =_E ql”,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

T(xZ):RA_P9
3
T(x2 =1 =_qua
3

Tio=on = 2 ql.
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3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

21 < X3 <3l
Ogdlne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:
(x5 -20)
M (3 =Rx3 = P(x3 =)+ Ry (xy —20) —q (x; —21) == ,
(x3 —21)°

M (3 =Ryx3—P(x3—D)+Rp(x3—-21)—¢q ,

2
1
M- == ql”,
Mz -3)=0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
T3y =Ry— P+ Rp—q(x3-2),
Tia=21 =41,
T3=3)=0.

Zadanie 15

Dla belki wolnopodpartej i obciazonej jak na rysunku 2.15a wyprowadzi¢ wzory

na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.15b i 2.15c.

a) Y4 X,
- X3 -
- Xa .
X1 q
2q
YYVYVIVVIN VY X
:]: A YYYYZY) @ B
a_ IR, a a a Rg
L T(x)
b) - 2,5a _ %B ‘qa
: X
qa g S
) M(x)
_qa’ -
—qga° 2 - —ga°| 5qa’
-3

Rys. 2.15. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
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Rozwiazanie
Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie A, bierzemy sume¢ momentow wzgle-
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zakladamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.
Wtedy
3
YMp=—q-2a-3a+R, -3a+2qa-5 a=0,

skad
R, =qa.

Wykorzystujac sume rzutéw sit na o§ OY otrzymamy
2P, =—2qa+R,+2qa+ Ry =0,

skad
Rp=—qa.

Wydzielamy w belce cztery przedzialy.
1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0<x;<a.

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postac:

X
M(xl) =—q% 717

2
x
My =—q 71,
dla:
M(x, =0) =0,
qa’
M(xl =a) = _T’

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

T(x)) = — gxy,
dla:

Th1=0)=0,

T =a)=—qa-

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

a<x2<2a.
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Ogodlne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie mialo postaé:

dla:

X
M 0y =—qx, 72 +R4(x; —a),
2
M) =—q 72+ R,(x; —a),

2
qa
M(x2:a) = _T’

_ 9
M =20 =—qa’,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

T2y =—g9x; + Ry,
To-0=0,

Too=2q=—qa.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

2a <x3<3a.
Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:
(x3—2a)
M 3y ==2qa(x3—a)+ R (x3 —a)+2q(x; —2a) 37:
(o3 — 20)2

dla:

2

M(x3)=—2qa(x3—a)+RA(x3—a)+2q 5

_ 2
M(x3:2a) ~—4qa,
2

Mz =35=—qa,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:

T3y =—2qa+ R, +2q(x3 —2a),
T3=20)=—qa,
T3=34) = qa.

4) Czwarty przedziat bedzie si¢ zmieniat

3a<xys<4a. (rozwiazywane od prawej strony).

Ogdlne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

M4y = Rp(4a — xy),



dla:
My —30=— qa’,
Mix4=4q)= 0,
natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:

Tixay == Rp,
T4 =30 = 94,
Tixa=40) = qa.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalna. Moment ten znajduje si¢ w trzecim
przedziale. W celu wyznaczenia wartosci maksymalnej przyréwnujemy sit¢ tnacq trze-
ciego przedziatu do zera.

Poniewaz

7=T(X3) =—2qa+RA+2q(x3—2a)=0,

5
X0 :Ea.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi

(x3 —2a)? 5 5
M3 = ) =—2qa(x3—a)+ Ry(x3 —a)+2q 3T=—Z qa

stad

Zadanie 16

Poda¢ wzory na site poprzeczng i moment gnacy oraz sporzadzi¢ na ich podsta-
wie wykresy dla belki podpartej swobodnie i obciazonej jak na rysunku 2.16a. Dane:
P=12kN,g=15kN/m, /=4 m.

Rozwiazanie
Wyznaczamy reakcje podpor korzystajac z rdwnan momentdw wzgledem punktu
A1iB:

2
Y M, :—P% Z+RAZ—%=O,

RA=§P+Q—Z=481<N,
2 2

>M —Rl—ﬂ+ﬂ—0
ATTE Sy Ty T

Ry =L+ 9 _oain.
2 2
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© 24 kN/m | -
%
X,=28m & 19,2 kN/m
| M(x)

Rys. 2.16. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
/
0< X1 <—.
2

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie mialo postaé:

M(xl) = —le,

My1-0)=0,
/
M i=ypy=—P >

T(xl):_P'



2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
i < Xy < 3_1
2 2

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postac:

/ 2
qxz—a

2

2

/
M (15 =—Px, +RA(X2 _E)_

/
Moy =—P >
Mo =32)=0,
/
Tixy=—P+R, —Q(xz _E]

Znajdujemy przekrdj, w ktorym moment zginajacy ma warto§¢ maksymalna.
W tym celu przyréwnujemy sit¢ tnaca do zera dla drugiego przedziatu.

dM ., /
=T n=—P+R,—q| x,— |,
dx (x2) A Q( 0 2)
stad
Xg=4,4m.

Dla tej odcig¢tej moment gnacy ma warto$¢ maksymalng i wynosi:

AL
902

2

2

M (1r—y0) =—Pxg +RA(xO _EJ_

M. = 19,2 kKNm.

max

Natomiast odcigta, dla ktorej moment gnacy jest réwny zeru obliczamy z warunku:

AL
922

2

b

/
M (xp) ==Px, +RA(X2 _EJ_
xo=2,8m.
Zadanie 17
Dla belki wolnopodpartej i obcigzonej jak na rysunku 2.17a wyprowadzi¢ wzory

na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.17b 1 2.17c.
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Rys. 2.17. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie A, bierzemy sume¢ momentow wzgle-
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

[ [

L
6

W | ~

skad
13
R,=—ql.
A 366]

Wykorzystujac sume rzutéow sit na 0§ OY otrzymamy

skad

11

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R ; jest zgodny z zatozonym.
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Wydzielamy w belce dwa przedziaty.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat

OSX] <l

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

X
My =Ry x1—qx %,
dla:
M=) =0,
5 2
Moy = gl?]
(=) =734

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Ty =R, —qxy,

dla:
13
T i_oy=—ql,
(x1=0) 36q
23
To-n=—ql.
(x1=1) 36q

2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

4
1<x, < 3 [.  (rozwiazanie od prawej strony).

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedziatu bedzie miato postac:

b

o i)

M, »=—P|—=I- e
(x2) (3 X2 3 X2 >

2
ﬂZ—xz
M P 41 ’
= — —l—X - ——,
(x2) 3 2 (74 2

dla:

5 2
M, p=—— gl?,
(x2=1) 36q

Mo = 413)= 0,
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natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
4
T2 = P+6](§l—x2 }

7
Ty =—gql,
(x2=10) 126]

1
Tix2=a13) = 7 ql.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyrownujemy sitg tnacq
pierwszego przedzialu do zera.

Poniewaz
M
dxx =Tty =Ry —gx =0,
stad
13 /
xXg=—1.
°" 36
Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi
x 169 »
M=oy =Ry x—qgxy —=—=¢ql".
(x1=x0) A4 X1 4% 2 256 q
Zadanie 18

Dla belki wolnopodpartej i obciazonej jak na rysunku 2.18a wyprowadzi¢ wzory
na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzordéw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.18b i 2.18c.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie A, bierzemy sume¢ momentow wzgle-
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy

z sumy rzutow sit na o§ OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.
Wtedy

SMp=R,-3-M+P-12-¢q-2-1+4-0,6-03=0,
skad
R,=4,87kN.
Wykorzystujac sume rzutéow sit na 0§ OY otrzymamy
skad
Rp=23,13kN.

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R4 1 Ry sa zgodne z zalozonymi.
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Rys. 2.18. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce cztery przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

My = Ryxy,
dla:
M(xl =0) 0,

M(xl — ]) = 4,87 kNm,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

Tony=Ry,
dla:
T(xl =0) = 4,87 kN,

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

1 S.XZS 1,8
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3)

4)

Ogdlne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

2
M—gq (xz—l)

M(xz):RA-x— 5

2

dla:
M(x2: 1) = — 15,13 kNm,

My =1 8y=-20,8 kKNm,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
T(xZ) =Ry —qlxy— 1)2,
T =1y =487 kN,
T =18 =—19,13 kN.
Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
1,8 <x3<3.

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

(53 =1)°*

2

2

M(x3) :RA X3_M+P(X3_1,8)_q

dla:
M(x3 - 1,8) =« 20,8 kNm,

Myz=3=— 5,39 kKNm,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3 =Ry—qlx3— 1)+ P,
T3 =18y = 30,87 kN,
T3=3=— 35,13 kN.
Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat
3<x,<3,6 (rozwiazanie od prawej strony).

Ogdlne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

3,6—x 3,6—x4)°
M 14y ==q (3,6 = x4) ¥=—q %»



dla:
M(X4 =3) = — 5,4 kNm,

Ms-36)=0,
natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:

Tiuay = q (3,6 —xy),

T(x4:3) =18 kN,
Tixa=36=0.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w drugim
i trzecim przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy site
tngca drugiego przedziatu do zera.

Poniewaz

dM ,
dx

=Tx2) =R4—q(x, -1 =0,

stad
xo=1,16 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi

2
-1
Muo—voy=Ry-x—M—q %=—14,7 kNm.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego w trzecim przedziale. W celu
wyznaczenia wartosci maksymalnej przyrownujemy site tnaca trzeciego przedziatu
do zera.

Poniewaz

dM 4
dx

=T =Ry —q(x3-1)+P=0,

stad
xo=2,83 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi
(ov3 - 1)2
M(x3:x0) :RA -x—M+P(xx _1,8)_q T:_4,95 kNm
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Zadanie 19

Pozioma belka ABC o dtugosci 2/ (rys. 2.19), spoczywajaca w srodku dtugosci na
podporze rolkowej B i na podporze nieruchomej na koncu C, jest obcigzona na czg¢sci
AB réwnomiernie roztozonym obciazeniem o natg¢zeniu g. Wyprowadzi¢ wzory 1 spo-
rzadzi¢ wykresy dla sit tnacych i momentéw gnacych.

a) Y / /
q
BEEERE o
A B C
b) vi / T ! -
q
BEEREER e
A X{ | B C
. X ! Rs Re
©) T(x) 1
Lo
Te[I[[[]sz%
—ql -
d) M(x)
X
- g’
2
Y

Rys. 2.19. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowg w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu C.

Obciazenie belki w przedziale AB zastgpujemy wypadkowa, ktéora wobec rowno-
miernosci rozlozenia obcigzenia rowna jest g/ 1 przechodzi przez srodek odcinka AB.
Zwroty obu reakcji zaktadamy do gory.

Wtedy

> M, =—ql(é+l)+ Ryl =0,

3

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji Rp jest taki, jak zatozono.

skad
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/
skad |
Rr=——ql.
c 5 q
Znak ujemny dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R jest przeciwny do zato-

z0onego.
Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

0<x; <L
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:
2
M(xl) =—qx % =—q %,
Mgy -0)=0,
2
M (x1=0) — _%’

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:
Tiery == gx1,
Tx1=0)= 0,
Tar-n=—4ql.
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
[<x,<2l

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

/
Moy = —ql(xz —E]"' Rp(x, = 1),
czyli:

1
My :—(]12 +E qlx;,

q!”
Mooy = 5
Mo -2)=0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu
3 ql
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Zadanie 20

Dla belki obciazonej jak na rysunku 2.20a wyprowadzi¢ wzory na sily tnace i mo-
menty gnace, i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na rysunkach 2.20b
12.20c.

a) YA
X3
Xy g=13 kN/m
P=6 kN X1 - 2P
(¥ ¥ ¥4 ¥y .
N W NE
. 2m _‘RA 4m “RBZm o
b)  T(x)
28 & @ e
6 [[TTO[ 1] X
Xy =3,77m - ~ 29
Q)
A 24
12¢ - (|)
P O ; 85 ¢
M(x)

Rys. 2.20. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowg w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutéw sil na o$ Y. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.
Wtedy
SM, =—P-2+4q-2—Ry-4+2P-6=0,
skad
Rp=41kN.
Wykorzystujac sume rzutéw sit na o§ Y otrzymamy
ZPy =P+R,—-4g+Rp -2P=0,
skad
R,=29 kN.

Znak dodatni dowodzi, Zze rzeczywisty zwrot reakcji R, jest zgodny z zatozonym.
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Wydzielamy w belce trzy przedzialy.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x,=2.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

M1y == Pxy,
dla:
M=) =0,

M(xl =2) = — 12 kNm,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

T(xl):_Pv

dla:
T(x1:0)2—6kN,
T(x1:2)2—6kN.

2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
2< X <6.

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

(x,-2)
M2y ==Pxy+ Ry (x; =2)—q(x; = 2)- 22 ,

dla:
M(x2 =2) = — 12 an’l,

M - 6)=—24 kNm,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =—P+ Ry —q(x,—2),
T2 =2 =23 kN,

T(x2:6):_29kN'
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3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
6<x3<8.
Ogodlne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

Mx3)=—P+R,—4q(x3 -2) + Rp(x3 - 6),
dla:
M(x3 =6)=—24 kNm,

Mx3=8)=0,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu

T(x:3)=—P+Ry—4q + Ry,
dla:
T(x3 =6) =12 kN,

T(x3 = 8) = 12 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy sile tnaca dru-
giego przedziatu do zera.

Poniewaz

dM .,
dx

=T =—q(x, =2)—-P+R, =0,

stad
Xo = 3,77 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi

-2
M=oy =—Pxy +Ry(x3 =2)—q(x; =2)- (x22 ) =8,35 kNm.

Zadanie 21

Dla belki obciazonej jak na rysunku 2.21a wyprowadzi¢ wzory na sily tnace i mo-
menty gnace i wedlug tych wzoréow sprawdzi¢ wykresy podane na rysunkach 2.21b
12.21c.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutoéw sil na o§ OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.
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Wtedy
YMg=My+R,-4-4q,-2+2q,-1=0,
skad
Rp=-R,+10,4=81KkN.
Wykorzystujac sume rzutéw sit na o§ OY otrzymamy
2P, =R,—4q;+Rg—q, 2=0,
skad

R,=23kN.

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R, jest zgodny z zatozonym.

a) YA X,
X =18 kN/
il m ,=16 kKN/m
Y VY VYV VY VYV VY V ¥y
vy | Y .
A\ M,=20 kNm B
.RA 4m Rg 2m
b) } 70
32—
AT :
X
1,275 m -
9) 32— 49
ﬁ) X
+
347
y M(x)

Rys. 2.21. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
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Wydzielamy w belce dwa przedzialy.

1)

2)

Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <4.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2

X
My =My+Ryx1 —q 71,

dla:
M(xl =0) = 20 kNm,

M(xl =4) = — 32 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Ty =Ry—qixy,

dla:

T =0) =23 kN,

Ty =4 =— 49 kN.
Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

4 < X < 6
Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé:
My =My+R, x3—4q,-(x3 =2)+Rp(x; —4) -

(x,=4)
2

=gy (x; —4)

2

(x, _4)2

My =My+Ry-x, —4q; - (x=2)+ Rp(x; —4)—q» 2

dla:
M(xz =4) = — 32 kNm,

Myr-6=0,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
T =Ry—4q) + Rp— qr(x, - 4),
T(x2:4) =32 kN,

Txa-6) = 0.



Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekrdj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy site tnaca
pierwszego przedziatu do zera.

Poniewaz

M xl
dx

=Ty =Ry —q1x, =0,

stad
X = 1,277 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalng i wynosi

2
X
M(x1=x0) :MO +RAx1 —q 71:34,7kNm

Zadanie 22

Dla belki obciazonej obcigzeniem ciaggtym jak na rysunku 2.22a, wyprowadzi¢
wzory na sity tnace i momenty gnace i wedhug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.22b i 2.22c¢.

a) v
X4
X3
- % . P=50kN
X, q=6 kN/m
BREEREERIELIEIIEN v x
Y, N
2m Ra 1m 1m Re 2m
2 ‘}T(X)
31 o 725
+ 12
12 S !
25 S 31
c)
12 A~ A 12
I~ x
® 16
!}M(x)

Rys. 2.22. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
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Rozwigzanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowg w punkcie A, bierzemy sume¢ momentow wzgle-
dem punktu C, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie C korzystamy
z sumy rzutéw sil na o$ Y. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

YM,y=-2q-1+P-1-R--2+4¢q-2=0,
skad
R-=43kN.

Wykorzystujac sume rzutow sit na o$ Y otrzymamy

skad

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R, i R jest zgodny z zato-
zonym.
Wydzielamy w belce cztery przedziaty.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <2.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2
X

1
M(xl) =-q 7»
dla:

My1-0)=0,

M(xl =2) = — 12 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Ty =—gxy,
dla:

Thi=0)=0,
T(x1:2) = — 12 kN
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

2S.X'2S3.
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3)

4)

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

2
qx
M () = —72 +Ry(x, = 2),

dla:
M(xz =2) = — 12 kNm,

M, -3 =16 kNm,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Toay=—qxp+ Ry,
Typ-2)=31kN,
Tip =3 =25 kN.

Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
3<x;<4.

Ogolne rownanie momentoéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

3
X
M 3y :—qTZ"'RA(?% —=2)=P(x3-3),

dla:
M(x3 =3) =16 an’l,

M3 =4=— 12 kNm,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
Tozy=—qx3s t Ry =P,
T3=3=—25KkN,
T34 =—31kN.

Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat
4<x4<6.

Ogolne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

4
X
Magy = =535+ Ry (54 =)= Plxy =3+ Ry =4),

dla:
M(x4 =4) =—12 an’l,

M4-6)=0,
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natomiast sita tnaca dla czwartego przedziahu:
T(x4) =—qx4+RA—P+RC,
T(X4:4) =12 kN,
Tixa=6)= 0.
Zadanie 23

Wykona¢ wykresy sit poprzecznych i momentow gnacych dla belki obciazonej jak
na rysunku 2.23a.

a) YA, X3 -
)
N N - q,=20 kN/m
: FR=60kN q,=5kN/m P,=80 kN
|
AR AL I O e o e . A
A fi: B C
Ry 4m Rg 1,8 m
b) 0} 12m
'y 89 1
+
44 80
HETW §20 1 )
y X
40 - 9%
) M4 !
384 &
y X
i
2
J 152,1

Rys. 2.23. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie B bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutoéw sil na o$ Y. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.
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Wtedy
M, =PF-12+q,-4-2-Rp-4+¢,-1,8:49+P,-58=0,
skad
Rp=185kN.

Wykorzystujac sume rzutdw sit na o$ Y otrzymamy:
2P, =Ry—F—q4+ Rz —q,18-P, =0,
R, =44 kN.

Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x,<1.2.

Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

1 qx2
M1y = Ryx —qx M= Ryx _71’

dla:
M =g)=0,

M(xl =1,2) = 38,4 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tory=Ry—qxy,
dla:
T(xl :0) = 44 kN,

T(xl —4 1’2) = 20 kN
2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
1,2<x,<4.

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

2
X
Moy =Ryxy —q -~ P(x; —12),

dla:
M(xz =1,2) = 38 an’l,

M(xz =4) = — 152 kNm,
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natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
Ty =Ry—q1x— P,
To=12)=—40kN,
Tiyp=4)=—96 kN.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

4<x3<5,8.

Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:
M(x3) =R x;—ql(x3-2)+Rp(x3—4)—P(x3-12) -

x;—4
—qr(x3—4) 32 )
M(x3)=RAx3—qll(x3—2)+RB(x3—4)—P(x3—1,2)—
—q (x3—4)2
2T,

dla:
M3 - 4y=— 152 kNm,
My3-58 =0,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3y =Ry—ql+ Rp—q2(x3—4) - P,
T3 =4y = 89 kN,
T3 =55y =80 kN.

Zadanie 24

Dla belki przedstawionej na rysunku 2.24a opartej na podporach A i B, ktora jest
obciagzona rownomiernie roztozonym obcigzeniem ciaglym g i ¢ = 2¢ oraz sitq skupio-
ng P = 2qa sporzadzi¢ wykres momentow gnacych i sil tnacych.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutoéw sil na o$ Y. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

5
>M, :—qa-%+P-a—RB-2a+q1-a-Ea:O,

skad
Rp=3,25qa.
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Wykorzystujac sume rzutéw sil na o$ Y otrzymamy

ZPy=—qa—P+RA +RB—q1a=0,

skad
R,=1,75qa.
Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R4 1 R jest zgodny z zatozonym.
a) Yt X,
X3
X
~ X z > 94
q * p
**** yvyvvyy .
A B
R, Re
- a a - a Y| . a >
b 70
o 2qa
0,75
ga§ @[] X
—9e S (% -1,25 ga
|
c) b M(x)
0,25 qa2 y /@\

-X
]
g8 S A 2
2y —qa

Rys. 2.24. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce cztery przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat

0<x;<a.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
2
My =—q %,
dla:
My1-0)=0,
2
M(xl =a) — _&,
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2)

3)

4)

natomiast sila tngca dla pierwszego przedziatu

T(xl):_qxl,
dla:

T(xl =0) = 05

Tw1= )= —9qa

Drugi przedziat bgdzie si¢ zmieniat
a<x2<2a.

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

a
M) = —qa(xz - E)+ R, (x; —a),
dla:

2
qa
M(xZ:a) = _TJ

M - 54 = 0.25q4’,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
Thay=—qa+ Ry,
T2 = a=2a)= 0,75qa.
Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
2a <x3<3a.

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

a
M3 = —qa(x3 _E)+ R (x5 —a)— P(x3 —2a),

dla:
2
M(x3 =24) = 0,25qa .

2
M3 —35=—qa,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T(x3) =—qa+RA—P,
T3-24=30=— 1,25qa.
Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat

3a<x4<4a.



Ogolne rownanie momentéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé:

a
M (14 :—qa(x4 —E)‘*‘ R (x4 —a)—P(x, —2a)+ Ry (x4 —3a)—

(x4 —3a)

—q,(x4 —3a) >

_ 2
My —30)=—qa’,
M(x4 =4a) = 0,
natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:
T4y =—qa+R,;— P+ Rg—2q(x4—3a),
Txa=30) = 29a,
Tea=40)= 0.
Zadanie 25
Wykonaé¢ wykresy momentéw zginajacych i sit tnacych dla belki AB podpartej

obu koncami przegubowo i obcigzonej rownomiernie roztozonym obcigzeniem cig-
glym ¢ i momentem zginajacym M = q12 w sposob pokazany na rysunku 2.25a.

a) YA
X3
q
X1<_
BEEREERERR o
A cl|l wum AB
R —> ]
A RB
S B 4 .
b) AT(x)
1,8qlk @
: X
x,=2,81 X 224l
c) M(x)
a? % ©) 2,43 q°
O,8qlz} | X

Rys. 2.25. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
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Rozwigzanie
Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sumg¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na os OY. Obciazenie belki w przedziale BC zastgpujemy wypadko-
wa, ktora wobec rownomiernos$ci roztozenia obcigzenia rdwna jest 4g/ i przechodzi
przez srodek odcinka BC. Zwroty obu reakcji zaktadamy do gory.
Wtedy
DMy =—M+4qI3] - 5IRz =0,
skad:
Rp=22ql,

ZPy:RA—4qZ+RB:0,
skad
R,=4gl—Ry=184l.

Znaki dodatnie dowodza, ze rzeczywiste zwroty reakcji R, 1 Rp sa poprawnie

przyjete.
Wydzielamy w belce dwa przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <l
Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

M(xl) y RAxl =~ l,gqlxl,
dla:
M1 -9y =0,

M xl=n~ =1 Sql
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Ty =Ry,
dla:
T(xl =0) = l,gql,

T(xl =1 = I,Sql
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
[<x2 <51

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

(Crlly

My =Ryxy =M —q(x, =) —— 5
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czyli:
(% — 1)2
2

2

2
M ()= 18qlx, —ql” —q

My == 0,8¢7°,
M -5, =0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty = 1.8q1 —q(x, = 1),
T =1 = 1,841,
T =51 =—2,2q!.
W zwiazku z tym, ze funkcja sity poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak

musi wystapi¢ w nim ekstremum momentu gnacego. A zatem, aby okresli¢ przekroj,
w ktorym funkcja M, osiagnie ekstremum, musimy przyréwnac do zera funkcje 7',

T(XZ): 1,8ql—q(x2—1)=0

Z réwnania tego wynika, ze ekstremum wystapi dla x, = 2,8/. Uwzgledniajac te
warto$¢ w funkcji M, otrzymamy

2

M5 max = 2,42q1°.

Zadanie 26

Wykonaé¢ wykresy momentdéw zginajacych i sit tnacych dla belki podpartej prze-
gubowo obu koncami i obcigzonej réwnomiegnie roztozonym obcigzeniem ciaglym g

. W . . [

oraz dwoma momentami zginajacymi M = ql_2 (rys. 2.26).

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutéw sit na o§ OY. Obcigzenie belki w przedziale AB zastgpujemy wypadko-
wa, ktora wobec réwnomiernosci roztozenia obcigzenia rowna jest g/ 1 przechodzi

przez $rodek odcinka AB. Zwroty obu reakcji zaktadamy, ze sa skierowane do gory.
Wtedy

>M, :—M+qlé+M—RBZ:O,
skad:

XP,=R,;+Rp—ql=0,
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skad

Znaki dodatnie dowodza, ze rzeczywiste zwroty reakcji R, 1 Rp sa poprawnie

przyjete.

a)

b)

Y
X4
M = - M
g q —
BEEERIIEEEREEREREN NS
A B
) Ny M <R
‘T(X)
q/r
2 +
X
/ SIRINEA
2 R 2
M(x)
] 2
I
0,211 @ %
- x
12
LY

Rys. 2.26. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce jeden przedziat. Przedziat ten bedzie si¢ zmieniat

0<x1</.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:
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X
M(xl) =-M +RAX1 —qxlzl,

2
X
My =—M +R x —‘171»



dla:

2
ql
M - A
(x1=0) 2
2
ql
Moy ===,
(x1=1) 12
natomiast sila tnagca dla tego przedziatu
Tony=Ry—qxy,
dla:
ql
Tea=0 ==
ql
Ty =n= -

W zwiazku z tym, ze funkcja sity poprzecznej zmienia znak musi wystapi¢ w nim
ekstremum momentu gnacego. A zatem aby okresli¢ przekr6j, w ktorym funkcja M,
osiggnie ekstremum, musimy przyréwnaé¢ do zera funkcje 7

T(xl):RA_qxlzo.

Z rownania tego wynika, ze ekstremum wystapi dla x; = 0,5/. Uwzgledniajac t¢
warto$¢ w funkcji Mx; otrzymamy

2

ql!
Mxl max — Z

Zadanie 27

Wykona¢ wykresy momentéw zginajacych i sit tnacych dla belki podpartej obu
koncami przegubowo i obcigzonej wzdtuz catej swej dtugosci rownomiernie rozto-
zonym obciajenigm ciaglym ¢ (rys. 2.27), zas w $rodku dtugosci belki momentem zgi-

najacym M = %

Rozwiazanie
Wyznaczamy wartos¢ reakcji. Reakcja R jest pionowa, poniewaz reakcja Ry oraz
obciazenie ciagte sa pionowe. Rownanie momentow wzgledem punktu B przedstawia

si¢ nastgpujaco:
2

ql 3q/
Rj——+M =0, R,=—.
S 17 8
Roéwnanie rzutéw na kierunek pionowy ma postac:
5ql!
RA+RB=qZ’ RB:%.
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a) YA X,

X4 M
== q
m n
EEEERIIENERE! x
A | m n B
—AB— - - —
R, ; - R,
b)  T(x)
3q/} |
8 +
ql X
8 O | |59/
8
c) ~ [
b M (%) \\\\\ 0,125 gI*
o NG |
0,0703 g2 10,0625 g1
A X
X =3/81

Rys. 2.27. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Nastgpnie przecinamy belke w przekroju m—m o odcigtej x. Sita tnaca w przekro-

jum-m
T(xl) =R —qx),
przy:
3
x; =0, Ty =< 4l,
8
/
0= T(xl)zRA_?_
Moment zginajacy w przekroju m—m
gxi
1
M(xl) =R x — 5

x| moze przybiera¢ wartosci od 0 do é, 1 tak dla:

X1 = 0, M(xl) = O,
/ ql2
X1 :E, M(xl) =

16
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Wyznaczamy przekroj, w ktérym moment zginajacy ma wartos¢ maksymalng i w tym
celu przyréwnujemy do zera sit¢ tnaca:

Podstawiajac wartos¢ x| do wyrazenia na moment zginajacy otrzymamy:

_ 9ql2
max 128 °

M

Przecinamy belke w przekroju n—n o odcigtej x,.
Sita tngca w tym przekroju:

3ql
Ty =Ry—qx =5

przy:
l ql
X, =—, T =——,
255 (x2) P
5ql
x2=19 T(x2)=_?9

moment zginajacy w przekroju n—n

2 2
by _ g% | 9°

2
qx;

M =R;xy——=+M =

(x2) 4% =7 3 > 3

2

X, moze przybiera¢ wartosci od //2 do [ przy:

/ 3q12
Ry MerThes

Xy = Z, M(xZ) =0.

Aby znalez¢ przekroj, w ktorym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng przy-
rownamy do zera sit¢ tnaca:

3q! , , 3
T =———qx; =0, Xy =—1
(x2) 3 qx; 2 3

W przedziale CB moment zginajacy nie posiada maksimum poniewaz x, nie moze

by¢ mniejsze od 5
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Zadanie 28

Wykona¢ wykresy momentdéw zginajacych i sit tnacych dla belki wspornikowej
podpartej przegubowo w punktach A i B i obciazonej momentem zginajacym M oraz
roOwnomiernie roztozonym obcigzeniem ciaglym ¢, jak pokazano na rysunku 2.28a.

Zalezno$¢ migdzy M i ¢ wynosi i =12,

a) vh
X3
X2
X, q
-
! IEERER;
= X
A fﬁ: B Cc
RA == RB
x 2, 1
3 3 2
b) T(x)
=ql
ERd é? °
X
c) M(x)
A
) #\ ql2
17 2 8
249!
Y
Rys. 2.28. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY.

Obciazenie belki w przedziale BC zastgpujemy wypadkowa, ktora wobec rowno-

miernosci rozlozenia obcigzenia rowna jest g E 1 przechodzi przez srodek odcinka BC.

Zwroty obu reakcji zaktadamy do gory.
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Wtedy

5
My=-M—-Rpl+qg——1[=0,
XMy B 6124
skad:
3
/
ZPy:RA+RB_CIE:O,
skad
7

Znaki dodatnie dowodza, ze rzeczywiste zwroty reakcji R, i Rp sa poprawnie

przyjete.
Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
/
0< X1 <—.
3

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
My = Ryxy,
dla:
M1 =) =0,
7

L 12’
24 1

M -3y =

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu
Tony=Ry,
dla:

7
T(x1=0) :g ql,

7
T(xl=l/3) :g ql.

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

/
—<x, <.
;=0
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Ogodlne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie mialo postaé:
M(XZ) = RA Xy —M,

17 ,

My _ypy =—— ql?,
(x2=1/3) 24q

1 5
M 2=y =73 ql”,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:

Ty =Ry,

7
Tix2=13) = 3 ql,

7
Tix2=1) =3 ql.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

ZSX:; Sél
2

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

Xy —1
M () :RAx3_M+RB(x3_l)_¢I(x3—l)( 32 ),

(-0’
M3y =Ryx3—M+Rp(x3—1)—¢q 32 ,

1
Ms-1 :—g ql”,

M3 =312 =0,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
Toay = R4+ Rp—q(x3 1),
1
T(x3 == 5 ql,

To=312)= 0.
Zadanie 29

Na belke podparta w punktach A i B dziata obciazenie ciagle ¢ oraz sita skupio-
na F = q? Sporzadzi¢ wykres momentow gnacych i sit tnacych (rys. 2.29).
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a) v X3
X2 -
X, q
F
YYYY Y YV VIV ITVRNVEINY N
c @ A D @ B
- % V‘RA I _V Rg
b) : | T(x) %
0,6424 gl o ~ >
/ X
0254l s ; 1
0,5206 g 0,5243 gl
X, =0,8924 | :
) 0031242 E A N
0,1751 gI* o 0,1748 g/*
/
| M(x)

Rys. 2.29. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowg w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.

Wtedy:
o 11 2. 12 2
TEtas g IR E IR0,

M, =—
IMy==qera3lo3

1 4 2
My=—q—I1+—qgl+= gl —Rzl =0,
> My 935 g dltg 4 Rs
skad

Ry =0,52434].

Wykorzystujac sume rzutow sit na o$ OY otrzymamy:

ZPy:_Q(%Z+§ZJ_F+RA+RB =0,
11, 1
2P =-q—1-—ql+R,+0,5243=0,
12 2
skad
R, =0,89244l.
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Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R, i Rp jest zgodny z zato-
zonym.
Wydzielamy w belce trzy przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
/
0 < xl <—.
4

Ogodlne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2
x1 xl
M =—qx; —=—q —,
(x1) qx 5 q 5
dla:
My1-0)=0,

Mgy - yay == 0,0312¢1,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tty = —gx1,
dla
1
Tix=0=14) = 2 ql.
2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

[ 11

—< Xy <— l

4 12

Ogolne rownanie momentoéw dla drugiego przedziatu bedzie miato postac:
2 2
1
My =—q %Jr R, (xz ——1 )= —q %2+ 0,8924ql(x2 —Zl}

M — gy =— 0031247,

M — 1112 = 0,1748¢F,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

Ty =—qx,+ Rp,

Toa - yay = 0,642441,

T2 = 11112y = — 0,0243¢1.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

11
_ISX3 Sél
12
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Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

11 11 1 11
Mio=—q—1|xs——1 |+ Ry s == |-F|xs—— 1|,
o3) =77, (x3 24 J A(x3 4 J (x3 12 )
11 11 1
My =—q — 1| x3 —— 1 |+0,8924qi| x, —— 1 |-
(x3) 6112 (x.z 24 J Q(x?, 4 ]

- O,Sql()@ —% Z}

2

M3 = 11112y = — 0,1748¢17,
2
M3 = 554y= 0,1667g1",

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:

11 11

T3 = 1102 = syay = — 0,5243¢L.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalna. Moment ten znajduje si¢ w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy site tnaca dru-
giego przedziatu do zera.

Poniewaz

dM ,
dx

=T(2) =—qxy + Rp =0,

stad
xo = 0,8924/.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalng i wynosi:
M PR S (N ) IS - ST P OVIe! (MR
(x2=x0)q2 27y 92 8 924,

M (2— vy =0,1751g1%.

Zadanie 30
Wykona¢ wykresy momentdw zginajacych i sit tnacych dla belki wspornikowe;j
podpartej przegubowo w punktach B i C obcigzonej r(')wnomiergie roztozonym obcia-

. S [
zeniem ciagtym g oraz para sit o momencie zginajacym M = qT (rys. 2.30).
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Rozwigzanie

Wyznaczamy reakcje podpér uktadajac réwnanie momentéw wzgledem punktu C

gl (1 1 I
=——|—4+=- |+ Rz-+M =0,
¢ (6 3) 3
2 2
ql~ ql” |3
Ry=|L—-L [Z=_g1.
5 [6 2)1 1
a) va X
X2
— -
q — ]
RERRES ,
A B c D
/ / /
3 Rs 3 Re 3 ==
b) T(x)
T —
3 C Tal
Y
o) M(x)
q/2 X
18 It qi?
2

Rys. 2.30. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rzutujac sity na o$ y otrzymamy:

ZPy=RB+Rc—CI§=0,

/ / 4
Re=q--Ry=qierq=2q
c C]3 B C]3 q 36]

Wydzielamy w belce trzy przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat

OSxISL.
3



Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:

2
qx
Men ==~
M1 =0, =0,
2
ql!
Mooy =—3,
(x1=1/3) 18

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:

T, @)~ T 9%
Ti=0)=0,
Ta=13=—9 é

2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
i Sx < 2—1
3 3

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postac:

/ l l
M »n=—q—|xy—— |+R —— |
(x2) c13(352 6) B(XZ 3J
(1 1 11 ql’
Moy ym=—g—| ——— |—qgl| ——= |=— ,
x2=1/3) q 3 (3 6) q (3 3) T

(.1 1 20 1 ql’
Moy =—q—|2=—Z |—qi| 222 |=—4
(x2=21/3) (13( 3 6) 9(3 3) >

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

/ l 4
Tx = — —+R =—0g — — Z:—— Z,
(x2) ‘13 B 93 q 39

4
Tiwa=13) = 3 ql,

4
Tio=o13) = 3 ql.
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3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

2
—ISX3 Sl
3

Ogdlne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

/ / / 2]
e O O s G
cg D af e L [ -2

ql’
M (32213 ==

gl’
M-y ==

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedzialu wynosi

>

/ / 4
T av=—q—+Rpg+Rr-=—qg——ql+—ql=0.
(x3) 6]3 B C q3 q 361

Zadanie 31

Wykona¢ wykresy sit tnacych i momentéw gnacych dla belki przedstawionej na
rysunku numer 2.31a.

a) Y X2
q
- X 4 P=2qa
A EREEERERERRE N
M=2qa YA @ B
Ra a 2a R Rg
b) (%)
A
%qa ‘P=2qa
3%,
5 s
c) A M(x) s
Lo ? £

2qaz W

Rys. 2.31. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
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Rozwiazanie

Najpierw wyznaczamy reakcje w punktach podparcia R, i Rz z warunkéw roéwno-
wagi wszystkich sit zewngtrznych, dzialajacych na belke.

YM,=—M+ Pa+4qa*> - Rg3a =0,
4

RB ZE qa,

YMy=—M-Pa—2qa*+ R3a=0,
8

RAZECI"-

W belce wyodregbnimy dwa przedziaty zmiennosci sit poprzecznych i momentow
zginajacych.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x;<a.

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:
My =—-M+Ryx; = —2qa2 +§ qax,
My =0)=— 2qd’,
M = o :%QaZ’

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:

8
Iy =Ry=7%qa,
3
8
T(x1=0) =§ qa,

8
T=a)= 394
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
a<x,<3a.

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postac:

1
M 0y =—M +R,x, — P(x, _a)_E q(x, —a)’,

2 5
M(x2=a) =594
3
M -34=0,
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natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
2
Ty =Ry—P—q(x, —a)=§ ga—q(x, —a),

2
Txo=a) = 3 9%

4
T(x2=3a) 3 9%
W zwiazku z tym, ze funkcja sily poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak,
musi wystapi¢ w nim ekstremum momentu gnacego. A zatem, aby okresli¢ przekroj,
w ktorym funkcja M, osiaggnie ekstremum, musimy przyréwnac¢ do zera funkcje 7,

2
Tix2) =3 ga—q(x; —a)=0.

Z réwnania tego wynika, ze ekstremum wystapi dla x, =§ a. Uwzgledniajac t¢ war-
tos¢ w funkcji M, otrzymamy

8
Mmax 25 qalz-

Zadanie 32

Dla belki wolnopodpartej i obciazonej jak na rysunku 2.32a wyprowadzi¢ wzory
na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.32b i 2.32c. Dane: M; = 2qa2, M, = qaz.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

M,y =-M,+q-4a-3a—Ry-4a—-M, =0,
skad
9

Ry =—qa.
346]

Wykorzystujac sume rzutéow sit na 0§ OY otrzymamy

2P, =R,—4qa+ Ry =0,
skad
7

R,=—qa.
A46]

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R4 1 Rp jest zgodny z zato-
zonym.
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a)

b)

c)

Y |
X3
< % T
< W -
PN v Vv vV V] oveN
M, A B \.}Mz
fA a | 3a _‘ARB a
A T(x)
%qa + ‘ %qa
- s
A M(x)
2‘ ] 2
@ © B
y 2 %
~2gqa? S \_qsz

Rys. 2.32. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce trzy przedzialy.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x;<a.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:
My =-M+R,x,
dla:

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

Tony=Ry,
dla:

7
T(xl =0) =an,

7
T(xl = a) :an-
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2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
a <x,<4a.
Ogodlne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé:

(x, —a)
My =—M+R Xy —q(x; —a) ZT,

(xz—a)2
M(xZ):_M"'RA'xZ_QT

dla:
1 5
M(x2=a)=_zqa ,
M = ga*
(x2=4a) =949 >

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

T(x2) =R, —q(x; —a),

7
Txo=a) = 79%

5
T(x2=4a) = &

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
4a < x; < Sa.

Ogolne rownanie momentow dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

5a—x3)
M(x3):M2—6](5a—x3)—2 2,
Sa—x )2
M(x3):M2—6]T3,
dla:
|

M (13-4 =§ qa ,

M3 =50y = qay,



natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3y =—q(5a —x3),
T3 =40)=—9qa,
T3 =50)= 0.

Zadanie 33

Dla belki wolnopodpartej i obciazonej jak na rysunku 2.33a wyprowadzi¢ wzory

na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.33b i 2.33c.

a) Yl X -
B X3 -
X2
Xy q=20 kN/m
P=50 kN M= 40 kNm
Y  EEEERERIR: W
A B \/
‘RA 12m | 08m | tm_ Re| o05m _
b) A T
19,2 _
@] 10 & X
‘ -30,8 T
c) M) 234 —-50,8
+
> X
16—
1,6 40
—425

Rys. 2.33. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowg w punkcie B bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy

z sumy rzutow sil na o§ OY. Zakladamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.
Wtedy

SMy=P-12+q-1-25-Rz-3+¢-0,5-325+ M =0,
skad

Ry = 60,8 kN.
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Wykorzystujac sume rzutdw sit na o§ OY otrzymamy

skad

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R, i Ry jest zgodny z zato-
zonym.

R, =192 kN.

Wydzielamy w belce cztery przedziaty.

1)

2)

98

Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

0<x;<1.2.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

My =Ry x,

dla:
My1-0)=0,

M(xl =12) = 23,04 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Ty =Ry,
dla:
T(xl =0) = 19,2 kN,

T =12)= 19,2 KkN.

Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
1,2<x,<2.

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé
M 2y =Ryx, = P(x, =12),

dla:

Mo =2)=—1,6 KNm,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

Ty =Ry—P,

To=12=—30,8kN,

Tixp =2 =—30,8 kN.



3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bgdzie miato postac:

(x3-2)
M(x3):RAx3_P(x3_1:2)_CI(x3_2)—32 ,

(x5 — 2)2
2

2

M3 =Ryx3—P(x3-1,2)—¢q

dla:
M(x3 =2) =— 1,6 kNm,

M3 -3)=—42,4 kNm,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
Tay =Ry =P —q(x3-2),
T3=2=—30,8 kN,
T3 =3 =—50,8 kN.
4) Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat

3 SX4 < 3,5

Ogolne rownanie momentoéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé:

+ Rp (x4 —3),

(x4 —2)
M 4y =Ryx4 —P(x4-1,2)—q(x4 —2) 42

2

(g +Rp(x4—3),

Mgy =Ryxy —P(x4-12)—¢q

dla:
M(x4 =3) =— 42,4 kNm,

M4 =35 =—39,9 kNm,

natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:
Tay=Ry—P—q(x4—2)+ Rp,
Tiws=3 = 10 kN,

Tx4=35=0.
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Zadanie 34

Dla belki wolnopodpartej i obciazonej jak na rysunku 2.34a wyprowadzi¢ wzory
na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzordow sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.34b i 2.34c. P =80 kN, ¢ = 50 kN/m, M = 30 kNm.

a) Y4
X4
X3
DEE N g
P q
P M
BEENEERERER! A~ N
A ) @ B
R Rs
- 0,8m ,‘A 1,5m ol 2m ole 0,5m N
b)  T(x) 122,44
+
—— 47,44
2l 26 LTI T[] [[]] X
c) e 111,44
o — 46,22
T T
X
[
Rys. 2.34. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzysta-
my z sumy rzutow sil na o OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.

Wtedy

SM,=-¢q-08:04+P-1,54+4¢-1,5-0,75-M — Rz -4=0,
skad
Rp=32,56 kN.
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Wykorzystujac sume rzutéw sit na o§ OY otrzymamy

skad

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R ; jest zgodny z zatozonym.

R, = 162,44 kN.

Wydzielamy w belce cztery przedzialy.

1)

2)

Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

0<x, <0,8.

Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2
X

1
M(xl) =—q 7»

dla:
M1 =0)=0,

M(xl =0,8) = — 16 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tiery=—gxy,
dla:

T1=0)=0,

T =08y =— 40 kN.
Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

0,8 <x,<23.

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

2
X
M) =-q ?2+RA(X2 -0.3),

dla:
M(x2 =0,8) = — 16 kNm,

My =23 = 111,41 KNm,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

Txay=—qx2 + Ry,

T =08y = 122,44 kN,

T =23)= 47,44 kN.



3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
2,3<x3<43.
Ogodlne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé
M 3y =-2,3-q(x3 —L15)+ R 4 (x5 —0,8) — P(x3 —2,3),

dla:
M(x3 =23) = 111,41 kNm,

M3 = 43)= 46,29 kKNm,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3y =-2,3q + Ry~ P,
T3 =23)=— 32,56 kN,
T3 =43 =—32,56 kN.

4) Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat

4,3 <x4<4,8. (rozwiazanie od prawej strony).

Ogolne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé
M(x4) =Rp(4.8—x4),

dla:
M(x4 =43) = 16,28 an’l,

Ms-48=0,
natomiast sila tnaca dla czwartego przedziatu:
T(x4y=—Rp,
T(x4 =43) =— 32,56 kN,
T(x4 =4.38) =— 32,56 kN
Zadanie 35
Dla belki wolnopodpartej i obciazonej jak na rysunku 2.35a wyprowadzi¢ wzory

na sily poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.35b 1 2.35c.
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a) Y, X4 -
_ X3 -
X2
X o g,=125kN/m 9,=25 kN/m
P=35kN
| EEREN! ) - X
A M =10knm /A\B
1 == 1 R
2 Ra 2 BY 1
b) T(x) : /=4 m 4
. : )
35
/ -
Y y X
25 "~ -
i 50
¢)
\
35
25 N ~
! X
+
{25
M(x)
Rys. 2.35. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zakladamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

I 1 / 5
M,=—q, ———My+q,l-——Rpl+P-—[=0,
> My 912 4 07492 > B 4

skad
Rp=285kN.

Wykorzystujac sume rzutow sit na o$ OY otrzymamy
/
ZPy =—q E+RA _2q1+RB _PZO,

skad
R,=—Rp+160="75kN.

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R4 jest zgodny z zatozonym.
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Wydzielamy w belce cztery przedziaty.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
/
0< X1 <—.
2

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2
X1
M(xl) =-q ?,
dla:
M1=0)=0,

M(xl =1/2) = — 25 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu
Tty =—9q1x1,

dla:
T1-0)=0,

T(xl — ]/2) = — 25 kN
2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

I
Z<x, <l
22

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

l
My =—q E(xz —D+R,y(x;-2)— g,

dla:
M(xz =1/2) = — 25 an’l,

M(xz =1 = 25 kNm,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

qll l
Ty =——+R, —q>| xo—= |,
(x2) > A %( 2 2)

T2 - 12 = 50 kN,

T(x2:1)=0.
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3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

ZSX:; Sél
2

Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bgdzie miato postac

/ 2
X3—E
AT Vi

[
M(x3)=_CI1E(x3_1)+RA(x3_2)_QZ >

2

dla:
M(x3 =1 =15 kNm,

M3 = 312)= — 35 kNm,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:

qll l
Toay=—"—+R,—q)| x5—— |,
(x3) > A 92( 3 2]
To3-1=0,

Ta3 =312)=— S0 kN.

4) Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat

Ogolne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

/
M4y =—q E(x4 D+ R (x4 =2)—qol (x4 —4) -
—M + Rp(x4—06),

dla:
M(x4 =31/2) =-35 kNm,

M4 = 754y= 0,

natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:
q,!
Tixay= _71+RA — 4yl + Rp,
Tva=312)= 35 kN,

Tiea— 714 =35 kN.
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Zadanie 36

Belka o dtugos$ci / =4 m podparta przegubowo oboma koncami na podporach A i B
jest obciazona réwnomiernie rozlozonym obcigzeniem ciagtym ¢ = 10 kN/m oraz mo-
mentem zginajacym M = 25 kNm. Sporzadzi¢ wykres momentéw gnacych i sit tnacych
dla belki przedstawionej na rysunku 2.36a.

a) Y X2
X, M
9 —
A
BEERERA —x
A {i: B
/ <+ / p—
"QA 2 P 2 REE
T(x
b) (x) ‘
13,75
8,75 | BT~ G> vy
tLosrs e ”s
0) M(x) ‘
A
y X
N 25
w

Rys. 2.36. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie A bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy momentow wzgledem punktu B. Zakladamy, ze zwroty reakcji skierowane sa
do gory.
Wtedy
SMp =R, -l+M—q—l-§l=O,
2 4
skad
R,=38,75 kN.

Wykorzystujac sume rzutéow sit na 0§ OY otrzymamy

ql
M y==Rp-I+M+-—-—=0,
SM =Ry T

skad
Rp=11,250 kN.

Znak dodatni dowodzi, Ze rzeczywisty zwrot reakcji R4 1 Rp jest zgodny z zatozonym.
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Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
/
0< X1 <—.
2

Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2

X
My =Ryx—¢q 71,

dla:
M1 =0, =0,

My = 2y =—2,5 KNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Ty =Ry —qxy,
dla:
T(xl =0) :RA = 8,75 kN,

T(xl :1/2) = — 11,25 kN
2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
I2<x, <.

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

ql l
My =Ry —Lln, == |+ M,
(x2) 4" X2 2(2 4]

dla:
M(x2 =1/2) = 13,75 kNm,

M- =0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

ql
T(xZ)ZRA_?'i'M

T(x2:1/2 =1 = 13,75 kN

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment taki znajduje si¢ w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy site¢ tnaca
pierwszego przedziatu do zera.
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Poniewaz
dM

= T(xl) =R, —qx =0,
stad
x;=0,875m.
Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi

2
M(xlsz) =RAx1 —-q %:3,828 kNm

Zadanie 37

Wykonaé wykresy sit poprzecznych i momentéw zginajacych dla belki podpartej
swobodnie obu koncami i obciazonej obciazeniem ciggtym zmieniajacym si¢ liniowo
od zera na podporze A do wartosci ¢ na podporze B. Belke przedstawia rysunek 2.37a.

a) Y i X .
2 9 c
3X D
uE | y
A F, E TF / @ B
- 1
A | P —— RB
b) T(x)
1
59 P
X
1 - 1
3 39
c) X
1 2
G' 93 ql
M(x) !

Rys. 2.37. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Sity roztozone w sposob ciagly zastgpujemy wypadkowa F' przechodzaca przez
srodek trojkata ABC.

1
F=—ql.
2q
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Nastgpnie wyznaczamy reakcje podpor A i B
1 2
Mp =R J——ql —1=0,
X Mp At q 3
skad: .
R,=—ql,
47 q
1 2
M, =Rpl——ql —1=0,
XMy, BT q 3
skad
1
W dowolnej odlegtosci x od lewej podpory A natgzenie obciazenia ciagltego wyno-
s1 q(y) = ax stad sity roztozone na dlugosci x mozemy zastapi¢ wypadkowa F,) prze-

/
chodzaca przez Srodek ciezkosci trojkata AED

1
F(x):E'Q(x) X,

dla przekroju o odcigtej x moment gnacy wyrazi si¢ w postaci rOwnania

1 1 gx
M(x) = RAX—IT(X)EX_ g qlx—gT,
natomiast sita poprzeczna
1 1 qu
Too = Ra=Feo =g al=5
Maksymalny moment gnacy wystapi w przekroju, dla ktorego:
am
)
=T, =0,
dx (x)
1 1 qx2
—ql———=0,
6" 27
stad wyliczamy
/

Xo0 = —F—.
G

Natomiast gdy x = x;, moment maksymalny wynosi

1 1 g 1
M max =M (1 = x0) =E qlxo‘qu=§*/§qlz.
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Zadanie 38

Dla belki wolnopodpartej i obciazonej jak na rysunku 2.38a wyprowadzi¢ wzory
na sity poprzeczne i momenty gnace i wedtug tych wzordéw sprawdzi¢ wykresy podane
na rysunkach 2.38b i 2.38c.

a) yA .
2
| > X
A B
Ry A A1 R
2 2 c
b) b T(x)
ql
24 GD X
Xo = 0,705/ ~ i 5q/
> 29
o)  M(x) -2 4
+
> X
2
_ar ] - 2
% é 0,0265 q/
Rys. 2.38. Wykresy sity tnacej 1 momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie A, bierzemy sume¢ momentow wzgle-
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

1 I 11
Mnr =R, |——-qg-—-—. —=0,
2 My A 5 q 2’32
skad .
R,=—ql.
A 246]

Wykorzystujac sume rzutéow sit na 0§ OY otrzymamy
1 !
P, =R,——q—+Rz =0,
z y A 7 q 7 B
skad
’ Ry
YR

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R4 1 Rp jest zgodny z zato-
zonym.
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Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1y

2)

Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

OSX]SL.
2

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:

My =Ry xy,
dla:
M1 =0 =0,
1
4_8 q

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

2
M=) = -,

T, oD~ Ry,
dla:
T _ ! /
(x1=0) =7y qi,
T _! /
(x1=1/2) 24 q:,
Drugi przedziat bedzie si¢ zmienial

i
Z<x, <l
7=

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedziatu bedzie miato postac:

1 ) 1 /
M =R x)——|x)—— —|x—=
(x2) AX2 2( 2 2]9()()3( 2 2]

M ) = —ilx —ﬁ+ﬁ+£
T T Ty T g
gdzie
2gx,
/

dx) = -9,

dla:

L
M »_y»=——ql",
x2=1/2) 96q

Mz =0,
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natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:

T = —il—ﬁ+x
x2) =4 24 / 2 b

1

Ty =—ql,
(x2=1/2) 24q
5
Ty =——ql.
(x2=1) 24q

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajgcy ma warto$¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy sile tnaca dru-
giego przedziatu do zera.

Poniewaz
dM 5 2
=Ty =q(——z—"—2+x2J=o,

dx 24 /
stad
xo = 0,705/

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi

1 ) 1 ) 2
M (p=x0) = RyXp = 5 (xz —E)q(x) 3 (xz - §)= 0,0265¢q!".

Zadanie 39

Poda¢ wzory 1 wykresy sit tnacych i momentéw gnacych dla belki AB podpartej
swobodnie w obu konicach i obcigzonej na lewej polowie obciazeniem ciaglym, zmie-
niajacym sie¢ liniowo od zera na podporze A do natgzenia g w Srodku dtugosci belki, jak
pokazano na rysunku 2.39a.

Rozwiazanie

Najpierw wyznaczamy reakcje w punktach podparcia R, i Rz z warunkow rowno-
wagi wszystkich sit zewnetrznych, dziatajacych na belkg. Przy wyznaczaniu R, i Rp,
mozemy wszystkie sily roztozone zastapi¢ wypadkowa, ktdrej wartos¢ okreslona jest
polem trojkata ADC

1! /
wol L, 4
2 2 4
1 ktéra przechodzi przez jego srodek cigzkosci, a wige w odleglosci 2L od punktu A

32

.11 .
i 37 od C, woéwczas
[(1 11
Mp,=R,—qg—|—+——1]=0,
2 My A (14[2 32)
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skad
_4
6

suma rzutow sit na o$ ¥ wynosi

2

Ry

gl gl q!
P=R,—+Rp=——-—"-+R, =0,
)y y A7 B¢ T, B
skad /
q
Rp=—.
ND)
YA 2.1 1.
a) 372 372
D
q
y \ o
EA I EW=q% C I B
Yy 2 v | 2
b) X, — |
q(x)
y
] Yy VY X
R i / R
A [] - B
0 i3 2
- 9x; :
W / 1' X2
o T
259 ®
7 -
A
dy M4 ¥
A
A2 T 8
g\qul () 192q12
Y . x
X —

Rys. 2.39. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
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Przy wyznaczaniu 7T i M,; w dowolnie obranym przekroju o odcig¢tej x; nie mo-
zemy jak wyzej zastapi¢ wszystkich roztozonych sil jedna wypadkowa W, gdyz teraz
nalezy wzia¢ tylko sity dziatajace na odcinku x; lub tylko na odcinku (/ — x;). Natomiast
mozemy zastapi¢ jedna wypadkowa W, sity roztozone na odcinku x;. Nat¢zenie ¢, tych
sit znajdziemy z podobienstwa trojkatow:

91 _ X |
_— :2 — |
q L, q(x1) 6]( ]

a wigc wypadkowa W jest rowna

W = den™ _ 2qx% _ ¥ [g}

D) 21 !

1 przechodzi przez srodek cigzkosci trojkata, a wigc w odleglosci % x; odAi % x; od
konca odcinka x;.
Wydzielamy w belce dwa przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

OS.X'I SL
2

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:

x\_¢q! o g Y\ x)\_4 (2 3
M y=Rx Wil = |==x—x{| = | = |==\"x—2x7),
(x) = 4% x(3) 6 1(113) 61( 1 1)
M(XI:O)ZO,

21

—ql
192q 24q

b

M1=12) =

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:

X

Toy=Ry—Wy =%l_x121=1 (12—63612)»

[ 6l
8 1
Tacoy=—¢ql=—ql,
(x1=0) 486] 6q
4 1
Tqcyy=——ql=——ql.
(x1=1/2) 48 q 12 q
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Dla wyznaczenia sit tnagcych i momentéw gnacych w dowolnie obranym przekroju
w drugiej czesci belki, rozpatrzymy sity dzialajace na prawg cze$¢ belki oddzielona
tym przekrojem.

2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

/
—<x, <.
;=2
Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postac:

l
M (1) :RB(Z—X2)=1q—2(Z—x2),

8 o 1 -
My =——ql"=—ql",
x2=1/2) 192 q 24 q
M(xz =1 = 0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
__p. = 4
Tixo) =—Rp = 12

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment taki znajduje si¢ w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy site¢ tnaca
pierwszego przedziatu do zera.

Poniewaz
aM gl 29 ql (2 2
— =T =R, —-W =——-x—=—\["-6x;)=0,
i (x1) A (xD) 6 11 6( 1)
stad
/
Xy =—F—=m.

J6

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalng i wynosi

1
M 1= o) =% (szl —2x13)=— ql*.

946

Zadanie 40

Wykona¢ wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki obcigzonej sitg
skupiang P = ga, dwoma momentami skupionymi M = Pa i zmieniajacym si¢ liniowo
obciazeniem ciggtym ¢ = P/a, jak pokazano na rysunku 2.40a.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy momentéw wzgledem punktu B. Zwroty obu reakcji zaktadamy do gory.
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a) Yy 4

X3
X2
p X4 M q /1/
/KV/W' |
A M &B
a Ra 2a 1Rs a
b) P ]
P T &
L1 5 F=x
ve6F
| T(x)
¢) i
Pa &
Pat — = /9 Pa
T—X
| M(x)
Rys. 2.40. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
Wtedy
> M,=Pa—M-M-+Rga-3qa* =0,
skad
Rp=2P,
Y Mg=3Pa—-R,2a-M—-M=0,
skad
P
RA = E.
Znaki dodatnie dowodza, ze rzeczywiste zwroty reakcji R, 1 Rp sa poprawnie
przyjete.

Wydzielamy w belce trzy przedziaty.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <a.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

M(xl) = —le,
dla:

My1-0)=0,

My =g =—Pa,
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2)

3)

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

T, «n =~ P,
dla:

Thwi=0=0)=— P
Drugi przedziat bedzie si¢ zmienial

a <x,<3a.

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

1 1
M 12y =—Pxy + R (x5 _a)+M_E q(x) (X2 —a)'g (x, —a),

gdzie
G = CI(X32a a) ’
czyli:
M () ==Pxy+Ry(x;—a)+M —q %,
Miz- =0,
M 2-34) :—13;%:

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

_pep,_db=a)

To) = 6a ’
P
T(x2 =a) = _3’
7P
T(xZ 3a) = 6 :
Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
3a<x3<4a.

Ogolne rownanie momentoéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postad

1 1
_E Q(x)(X3 _a)'g(.xs —a)+M+M,

gdzie
q (x3 )
dx) = 34
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czyli

(x; —a)’
M3 ==Pxs+ Ry(¥3 @)+ Ry (x3 =30) =g ==+ 2M,
4Pa
M (3230 = 5
Mz - 40=0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
2
q(x3 —a)
Tty =P+ Ry + Ry === ——,
5P
T(x3 =3q) = ?,
T(x3 =4a) 0.

Zadanie 41

Dla belki obciazonej jak na rysunku 2.41a wyznaczy¢ reakcje podpor oraz sporza-
dzi¢ wykresy sil thacych i momentow gnacych dla: P; =40 kN, P, =50 kN, P; =30 kN,
q1 =30 kN/m, g, = 10 kN/m, g5 = 40 kN/m, M; = 120 kNm, M, = 150 kNm.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie A, bierzemy pod uwagg sume momen-
tow wzgledem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B
korzystamy z sumy momentow wzgledem punktu A. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skie-
rowane sg do gory.

Wtedy
XMp=R, - 10+R-14-M,—¢q,-6-11-P, -8+ M, -
gy 63-B0)0 5 53 p 5,
2 2
skad
R, =200 kN,
SM,=—-Rz-10+P, -13+q32'3-11+(q3 _;12)'6.8+
+q,-6-T+My+P,-2—q,-6-1-M,+F-4=0,
skad

Ry =230 kN.

Znak dodatni dowodzi, Zze rzeczywisty zwrot reakcji R, i Ry jest zgodny z zato-
zonym.
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a) YA X5

X3 k]

 4m Ralom| 2m [ 6m TR 3m _
b) \T(x) 1207 ] ! 90
m TTF
20| B O I T R EEUSY
Hliasm ~~E = 140
-~ ——80 8,83 m
9 _go_ K200
_20 ~ -150

© 158,3
150—

) M(x)

Rys. 2.41. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce pigé przedziatow.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x;<4.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2
q1%
2

My =Hx -

2

dla:
My -0)=0,

M(xl =4) = — 80 an’l,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

Tony=Pr—qixy,
dla:
T(xl =0) =40 kN,

T(x1:4):—80kN.
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2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
4< X <6.

Ogodlne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

2

2
q) X
M) =P -x; +RA(X2—4)—M1—%

dla:
M(XZ — 4) = — 200 kNm,

M = 6)=—20 kKNm,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
Tooy=Py+ R —q1xy,
Tiyp =4y = 120 kN,
T2 =) = 60 KN.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

6 <x3<8.

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé
M3y =R-x3+R,(x3-4)— M, —q;-6(x3 —3)— P (x; - 06),

dla:
M(x3 =6) = — 20 kNm,

M3-8)=0,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3y =P+ R —6q,— P,
T3-6 = 10 kN,
Tx3=8)= 10 KN.
4) Czwarty przedziat bedzie si¢ zmieniat

8<x, < 14.



Ogolne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

Mgy =B x4 —M; —6q,(x4 =3)+ R (x4 —4)— P, (x4 —6) +

_qa(xg —8)2 _ (93 =4q2) - (x4 —8)3
2 6-6

+M,

2

dla:
M(x4 — 8) = 150 kNm,

M(x4 — 14) = — 150 an’l,
natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:

(4= 42) (x4 =8)"

Tuay=B +R1—6q; — P, —q5(x4 —8)— 76

Tiwa=3)= 10 kN,

T4 =14)=— 140 kN.
5) Piaty przedziat bedzie si¢ zmieniat

0<x5<3.

Ogolne rownanie momentoéw dla piatego przedziatu bedzie miato postad

3

q3 " Xs
M o=—| P xs+——— |
(x5) (3 5 6-3]

dla:
M50y =0,
M(xs =3) = — 150 kNm,

natomiast sita tnaca dla piatego przedziatu:

2
q3 X5
T.s=P+13 5,
x5 3 2.3

T(x5:0) = 30 kN,
T(x5:3) = 90 kN

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment taki znajduje si¢ w pierw-
szym oraz w czwartym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przy-
rownujemy sit¢ tnaca pierwszego przedziatu do zera.
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Poniewaz
dM

dx

=Ty =H —q1% =0,

stad
Xodlal = 1,33 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi
2
41X
M(xl =x0) = Plxl —T = 26,26 kNm.

Taki sam schemat przyjmujemy dla przedziatu czwartego i tak
dM
dx

=Tay =P+ R, —06q, — P, —q,(x4 —8) -

_(43 —4q3) (x4 -8)°
2-6

stad
Xodlad — 8,83 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi

M(x4:x0) = 158,30 kNm.

Zadanie 42
Belka AD, pokazana na rysunku 2.42a, jest podparta przegubowo na podporach B i C
i obciq2c2>na réwnomiernie roztozonym obcigzeniem ciagtym g oraz momentem zginajacym

M= qT Sprawdzi¢ poprawno$¢ wykonania wykresow momentow gnacych i sit tnacych.
Rozwiazanie
Aby wyznaczy¢ reakcje¢ pionowg w punkcie C, bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy

z sumy rzutéw sil na o$ Y. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.
Wtedy

skad

Wykorzystujac sume rzutéow sit na 0§ OY otrzymamy
/
3P, =—%+RB + R =0,
skad
3
Ry =—ql.
B ] q

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R 1 R jest zgodny z zatozonym.
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X q =
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| T(x)
> X
ql o LTI -2
2
i
} M)
> X
ql2‘
"8y > _‘f
4

Rys. 2.42. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat

OSxISi.
2

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
2
X
M =79 ?,
dla:

M=) =0,
gl

M 1212 =g

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu
Tiery=—gxy,

dla:
T1=0)=0,

ql!

Tz =— 5
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2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

iﬁxz Szl.

2 2

Ogodlne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

[ [ [
M) :_q? (xz _Z)+ Rg(xz —5}

dla:

I
M (2-31/2) =7 ql”,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

q!
Ty ==+ Rp,
1
Tix2=112) :—gql»

1
Tix2=312) = 3 ql.
3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
3
— l < X3 < 2[
2

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

/ / / 3

M3 -312=0,
M(x3 =2~ 0,

dla:

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
q!
Tix3) = _?+RB +Re,

T3 =312)=0,
Ti3-21=0.



Zadanie 43

Belka ABC obcigzona jest w sposob ciagly jak na rysunku 2.43a. Sity zewnetrzne
sa nastgpujace: M; = 20 kNm, M, = 40 kNm, P, =40 kN, P, =10 kN, a =1 m i ob-
cigzenia rozlozone w sposob ciagly ¢; = 10 kN/m, ¢, = 20 kN/m. Wykona¢ wykresy sity
tnacej i momentu zginajacego.

a) Y|
X, X,
X4 X3
g 92
Py | M, o
. \ Y P ay yyvyvy .
M, J
A \U B
P,
‘RA 4a | a | a [Rs 2a
b) AT(x)
30—
4°T : o~y
X
q |-10
A M(x) _)
-40
C) 100
60
i = 8
20 (D X
! " _20
Rys. 2.43. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia reakcji podporowych z rdwnan réwno-
wagi dla catej belki. ROwnania te sa nastgpujace

+P-2a-q,-2a-a=0,
skad:
RA:40kN,
zpy:RA +RB—q14a—P1—q22aa=0,

skad
Rp =70 kN.
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Wydzielamy w belce cztery przedziaty.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0<x; <4a.
Ogodlne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie mialo postaé:
X1
My =Ryx1—q1-x '7+M1,

2
X
My =Ryx —q %+M1,

dla:
M1 =)= 20 kNm,
My = 44y=— 100 KNm,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu
Ty =Ry—qy-x,

dla:
T(xl =0) =40 kN,

Tix1 =40 = 0.
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
4a <x, < 5a.
Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé
Moy =Ry xy—qy-4a-(x; —2a)— R - (x, —4a)+ M,

dla:
M(xz = 4q) =100 kNm,

My, = 54y = 60 KNm,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Tty =Ry —qy-4a-H,
T2 = 40 =—40 kN,

T(xZ:Sa) = —40 kN
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3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
0 < x3<2a (rozwiazanie od konca belki).

Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac
1 2
M3 =P x, PR

dla:
M3 -0,=0,

M3 =24 =—20 kKNm,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
Ty =P +q-x3,
T3 =0y=— 10kN,
T3 =24)= 30 kN.

4) Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat

2a < x4 <3a (rozwigzanie od konca belki).

Ogolne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

M(x4) :P2 * Xy +q2 -2a-(x4—a)+RB(x4—2a),

dla:
M(x4 =2a) = — 20 kNm,

M4 = 35)= 20 KNm,
natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:
Tixay=—Py +qy-2a—Rp,
T4 =24y = —40 kN,
T4 =30 = —40 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma wartos¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w trzecim
przedziale. W celu wyznaczenia wartosci maksymalnej przyrdwnujemy sit¢ tnaca trze-
ciego przedziatu do zera.
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Poniewaz
dM 4

dx

=Ty =—P +q,-x3=0,

stad
Xo = 0,5 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi
1 2
M3-v0) =P %, —52 5= 7,5 kNm.
Zadanie 44

Dla swobodnie podpartej belki przedstawionej na rysunku 2.44a wykona¢ wykre-
sy sily tnacej 7,y i momentu gnacego M.

a) v X2 > °
- X1 g Pi=2qa M=|2 ga’ P,=2qa
 EEEEEEEENERR], X
- B
Ry 4a s JRea |
b) A T(x)
ﬂqa-t_ S
1 [ TE T[98
. %a . _%qa (% _%qa
0) A M(x)
121 2
= | # Tgqa Y
ol st
A

Rys. 2.44. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia reakcji podporowych z rdwnan rowno-
wagi dla catej belki. Rownania te sg nastepujace

M, :—q-2a-4a—2qa-4a—2qa2+RB-5a—qa~6a:0,
skad:

24
RB = ? qa,

2P, =R,+Rp—q-4a—2qa—qa=0,
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skad
11
R, =—qa.
4775 q
Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat

0<x,<4a.

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:

X
Muy=R, x—q-x '71+M1,

2
X
My =Rx—q '71+M1,

dla:
M1 =0)=0,

4 2
M (1= 40) 59

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

T(xl) =R —q-x,
dla:

11

Tia=0) = 3 9%

9
T(xl =4a) = _g qa.

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
4a < x, <5a.
Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

M () =Ry x; —q-4a(x, —2a) - B (x, —4a),
dla:

4 2
M(x2=4a) =§ qa -,

M2 = 50 =—3qay,
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natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
Tixpy=R 4—q-4a—-h,

19
Tix2=4a) = 3 9%

19
(x2=5a) = —? qa.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x3<a.

Ogodlne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

M3y =— Pyxs,
dla:

M3 -y =—qay,

My3-4=0,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu
T3y = Py = qa.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalna. Moment ten znajduje si¢ w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyrownujemy sitg tnacq
pierwszego przedziatu do zera.

Poniewaz
M
o Ty =Rs=q-x =0,
stad
Xg = 1 a
0= 4
Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi
x; 121
Mooy =Ry —q XL =—=qa,.
(x1=x0) 4% 79X > 50‘12
Zadanie 45

Wykona¢ wykresy momentdéw zginajacych i sit tnacych dla belki AB jednym kon-
cem utwierdzonej i obcigzonej dwiema rownymi sobie co do warto$ci sitami P, jak
pokazano na rysunku 2.45a.
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Rys. 2.45. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Koniec B belki jest swobodny — wygodniej jest wigc rozpatrywac ja od strony
prawej, poniewaz nie trzeba w takiej sytuacji wyznaczac¢ reakcji i momentu utwierdze-
nia. Wyrazenia na moment zginajacy i na sit¢ tnaca piszemy dwukrotnie osobno dla
kazdego z przedziatow AC i CB.

Najpierw rozpatrujemy przekréj m—m o odcigtej x;. Moment zginajacy w tym
przekroju wyglada nastgpujaco: sita P wygina belke wypuktoscia do gory wobec czego
moment jest ujemny.

Odcigta x; jest w pierwszej potedze, zatem wartos¢ momentu zmienia si¢ liniowo
wzdtuz przedziatu CB, x; moze przybiera¢ wartosci od /2 do [:

My=-P(-xy),
l
przy x :E My =——,

przy x, =1 My =0.
Sita tnaca w przekroju m—m:
T(xl) = P,

1 ma wartos¢ stata wzdtuz przedziatu CB.
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Nastgpnie rozpatrujemy przekrdj n—n o odcigtej x,. Moment zginajacy w tym prze-
kroju

2

Moment zginajacy nie zalezy od zmiennej x, wigc posiada statg warto$¢ wzdtuz
przedziatu AC belki.
Sita tnaca w przekroju n—n

T(xz):P—PZO.

[ Pl
M(xz) =—P(l—x2)+P(E—x2)=——

Zadanie 46
Wykona¢ wykres momentdéw zginajacych 1 sit tnacych dla belki AB obcigzonej
sitg skupiong P i parg sit o momencie M = 2PI, jak pokazano na rysunku 2.46a.

a) y A
X2

X -+ P

/<—>|1 M
MuA A B =X
ﬁ RA >

/ 21

b)  T(x)

5 M(x)

Rys. 2.46. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje pionowa w punkcie A, korzystamy z rGwnania na sum¢ mo-
mentow wzgledem punktu A oraz z réwnania sumy rzutow sit na o§ OY. Zakladamy, ze
zwrot reakcji R, jest skierowany do gory. Poniewaz belka jest utwierdzona, musi dziata¢
moment utwierdzenia w punkcie A; zaktadamy, ze moment M, , dziata w dot.

Wtedy

ZMA:—MMA—M+PZZO,
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skad
M, =—PI.

Z sumy rzutdéw sit na o§ OY otrzymamy
> P,=R,—P=0,

skad
RA:P.

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R ; jest taki jak zatozylismy.
Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
/
0 < Xl <—.
3

Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

Myy=—Myy+Rypxy =PI+ P,
dla:

M1 =0y =Pl
4Pl
BN

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

M-z =

Ty =Ry,
dla:

Tei=0)=P,

Tor=i3)=P.

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
/
—<x, <.
3 2

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé
Moy =—=Myy + Rypxy — M,
dla:
2Pl
M ooy3)= 5

Mz =0,
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natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
Ty =Ry=P,
Teo=i3=P,
Too=p=P.
Zadanie 47
Dla belki utwierdzonej i obciazonej jak na rysunku 2.47a wyprowadzi¢ wzory na

sity poprzeczne 1 momenty gnace i wedlug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na
rysunkach 2.47b 1 2.47c.

a) Y X4

A ), A B
1,5P
- a a a a
b) T(x)
25P @
] @ [ lir,,
LTI T i 05P
M(x) A
c)
Pa [N 05Ps
1,5Pa ﬁ)/ 0,5 Pa —J_LLLL@L 'Pa
Rys. 2.47. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ moment utwierdzenia w punkcie A, bierzemy sumg¢ momentow
wzgledem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzy-
stamy z sumy rzutow sit na o$ OY. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.

Wtedy

My =-M,, +3P-a—M —-15P-3a+P-4a=0.
skad
M, =15Pa.
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Wykorzystujac sume rzutéw sit na o§ OY otrzymamy
2P,=R,-3P+15P-P=0,

skad
RA = 2,5P

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R ; jest zgodny z zatozonym.
Wydzielamy w belce cztery przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x;<a.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
My =Rx; —M,y,
dla:
My = g)=—1,5Pa,

M(xl =a) " Pa,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tony=Ry,

dla:
T(xl =0) . 2,5P,
T(xl =a) = 2,5P

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
a<x,<2a.
Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé
Moy =Ry x)— M, —3P(x, - a),
dla:
Mg - 4 = Pa,

M(xz =2a) = 0,5Pa,
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3)

4)

natomiast sila tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =Ry—3P,
Taa=ay=—0.,5P,
T =2a0=—0,5P.
Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
2a <x3<3a.
Ogodlne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

M(x3) :RA X3 _MMA — 3P(X3_a) _M,
dla:
M3 =24y =~ 0,5Pa,

M3 =30)= — Pa,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3y =R,—3P,
T3=24)= = 0,5P,
T3 =30=—0,5P.
Czwarty przedziat bedzie si¢ zmieniat
3a<x4<4a (rozwiazywany od prawej strony).
Ogdlne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

M4y =—P(4a —xy),
dla:
My =34 =~ Pa,

Ms-440)=0,

natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:

Tixay =P,
Txa=30)= P
Ta=4a)=P.



Zadanie 48

Belka przedstawiona na rysunku 2.48a, obcigzona zostala obcigzeniem ciagtym
o0 natgzeniu g = ¢. Poda¢ analityczne funkcje sit poprzecznych i momentéw zginaja-
cych, sporzadzi¢ ich wykresy oraz wyznaczy¢ maksymalng warto$¢ sity poprzecznej
1 momentu zginajacego.

a) Y 4 X3

X2

RERERT I

[ EENE N

a a a

Y (%)

9)
= A_E M 1%(78;

) M(x)

Rys. 2.48. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
W belce wyodrebnimy trzy przedziaty zmiennosci sit poprzecznych i momentow
zginajacych.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x;<a.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postac:

qx
=
M1 -0)=0,
qa’
M(xl=a)_ T’
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natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziahu:

T(xl):qxl’
T(xl =0) " 05
Tix1 =) = qa.

2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat

a<x,<2a.

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé:

1 1
M s =—qa(x2 _Ea)+§ q(x; _a)z’

2
qa
M(xZ:a) = _TJ

L qa’,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty = qa —q(x; — a) = 2qa — gx,,
To=a)=9qa,
T =24 = 0.
3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

2a < x3 < 3a.

Ogolne rownanie momentdw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

1 3
M(x3) =—qa (x3 _5 a)+ qa(x3 _5 a):—qaz,

_ 2
Mz =20y =—qa’,
M = qd*
(x3=3a) qa ,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu

T3y=qa—qa=0.



Zadanie 49
Poda¢ analityczne funkcje sit poprzecznych i momentéw zginajacych dla belki

przedstawionej na rysunku 2.49a oraz sporzadzi¢ ich wykresy. Belka utwierdzona jest
z jednej strony i obcigzona na odcinku o dlugosci b obcigzeniem ciaglym o natezeniu q.
Dana jest dlugos¢ belki /.

a) % %
X, q
A EEREER 172
a b c
I
Yy g%
b) (% .
i X
o T(x) |
q_bzk - qb(%+c)
2y _ X
M)y

Rys. 2.49. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
W belce wyodrebnimy trzy przedziaty zmiennosci sit poprzecznych i momentow

zginajacych.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x;<a.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
M1y =0,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu
T(xl) =0.
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

as<x,<a+b.
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Ogodlne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie mialo postaé:
1 2
M 12y =3 q(xy—a)”,

M(xZ =a) " 0=

gb’
M(x22a+b) :_T’

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
Ty = q(x, — a),
Taa=a)= 0,
Ta=a+p)=9gb.
3) Trzeci przedzial bedzie si¢ zmieniat
at+b<x;<l

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

M(x3) = _qb|:x3 _(a + %b)]a

gb’
M(x3=a+b)=—Ta

b
M (3-p :—qb(5+0),

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu

T3y =—9qb.

Zadanie 50

Belka jest jednym koncem utwierdzona i obcigzona jak na przedstawionym rysun-

ku 2.50a. Poda¢ analityczne funkcje sit poprzecznych i momentow zginajacych oraz
sporzadzi¢ ich wykresy.

Rozwiazanie

W belce wyodrebnimy dwa przedziaty zmiennosci sit poprzecznych i momentow
zginajacych.
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a) X, = 92
B T a4
t v v vy vy VP,
JEREEERAIE :
z z N7
b) Y“ %I . j_ql
¢ 7"
Tx) y
c) »
—
% © o

Rys. 2.50. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <l

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:

2

_ 91
M(xl) - 2 ’
M1 -0)=0,

M =12 :% g1,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:
Tiery = gxy1,
T1=0)=0,

1
Ta=12) =3 ql.

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

I
Z<x, <l
=2
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Ogodlne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie mialo postaé:

2
1 1 3 1
Min==—qllx,—=1 |-=¢q|x,—=1],
(x2) 2Q(2 4)24(2 2)

|
M(xZ:l/Z) :g ql”,

Mo -n=0,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:

1 1
Ty=—ql=3q| xy ——1 ),
(x2) Zq Q(z 2)

1
Tix2=112) =5 ql,
Ta-p=—4ql

W zwiazku z tym, ze funkcja sily poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak,
musi wystapi¢ w nim ekstremum momentu gnacego. A zatem, aby okresli¢ przekroj,
w ktorym funkcja M, osiagnie ekstremum, musimy przyréwnac¢ do zera funkcje 7',

1 1
T(x2) 25 ql—3q(x2 —El):()

Z rownania tego wynika, ze ekstremum wystapi dla x, =— /. Uwzgledniajac te
warto$¢ w funkcji M,, otrzymamy 3

2
o2 1\ 3 (2 1Y 1 o,
Moy ==ql| 21—~ 1 - 2g(Z1-2 1 == 2.
&2 2q(3 4)2q(3 2) 6

Zadanie 51
Dla belki utwierdzonej i obciazonej jak na rysunku 2.51a wyprowadzi¢ wzory na

sity tnace 1 momenty gnace i wedlug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na rysun-
kach 2.51bi2.51c.

Rozwiazanie
Wydzielamy w belce trzy przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <a.

Ogdlne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
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dla:

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

T(xl):_qxb
dla:
T1=0)=0,
T(xlza):qa-
a) vy X
< % > 3q
X4
q
o
VYV VVIVYY VIV v -
a ol a b a -
“T(X) P=3qa
b
) 2qa o
X
o} o =, e[+
c)
ga’ ¥ & aa’
20 (T) X
ﬁ2 : N
6 TyMx)

Rys. 2.51. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
a <x,<2a.
Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postac:

a X, —a
M 1) :_qa(xz —EJ+P(X2 —a)—3q(x; —a) %,

2
a Xy —da
M () :—qa(x2 —E)"'P(xz —a)—3q %,
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dla: )
qa
M(x2 =a) — —T

Mo =24 =0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =—qa+P—3q(x, —a),
T =a) = 2qa,
To=2a)=—9a.
3) Trzeci przedzial bedzie si¢ zmieniat
2a <x3<3a.

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

a 3

M3 = —qa(x3 - E)+ P(xy—a)—- 3qa(x3 3 a }
dla:

M3 -24=0,

M, =—qd’

(3=3a)— — 99,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

T(x3) =—qa+P—3qa,

T3 =20 =— 94,

T3 =3 =—qa.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalna. Moment ten znajduje si¢ w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia wartosci maksymalnej przyrownujemy sile tnaca dru-
giego przedziatu do zera.

Poniewaz

dM .,
dx

=Tx2) =—qa+P—-3q(x; —a)=0,

stad
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Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalng i wynosi

a 1
M (5 - y0) =—qa(x2—5]+P(x2—a)—3q(X2 —a) (x 22 9) =% qa’.

Zadanie 52
Wykonaé wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki AB przedstawio-
nej na rysunku 2.52a metodg superpozycji.

a) vt
-1 e
Y OIS T
O TR,

A
(5]
) ql O
| -
H TR
2 =X
O ql?
4
2
¢ ® a
X

ate
4
Rys. 2.52. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
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Rozwigzanie /2
Rozpatrujemy belke obcigzong tylko para sit o momencie M = €
Moment zginajacy w przekroju m—m wynosi 4

ql’
M(X) ZMZT.

Moment ten nie zalezy od odcigtej x, ma wigc wartos¢ stala wzdhuz catej belki
(rys. 2.52b). Znak momentu zginajacego jest tu dodatni, belka bowiem pod dziataniem
pary sit o momencie M wygina si¢ wypuktoscia do dotu (linia kreskowana).

Poniewaz sita tnaca w przekroju m—m wynosi

T(x) = O,

zatem nie bedzie wykresu sit tnacych przy obcigzeniu belki parg sit.

Nastgpnie rozpatrzymy belke obcigzong tylko obcigzeniem ciaglym g (rysunek
2.52¢). Moment zginajacy w przekroju m—m wynosi

=—q (l_x)z,

[—x
M =—q(—-
x)=—9(—x) 5 5

x jest tu w drugiej potedze, wykres momentdéw bedzie wigc ograniczony parabola. Mo-

ment M, jest ujemny, poniewaz belka pod dziataniem obciazenia ciagtego wygnie si¢ wy-

pukloscia do gory (linia kreskowana); odcigta x moze tu przybiera¢ wartosci od 0 do /.
I tak dla:

Sita tnaca w przekroju m—m wynosi
Ty =q(—x),
X jest w pierwszej potedze, zatem sila tnaca zmienia sie liniowo wzdtuz belki
x=0, Ty = ql,
x=1 Ty=0.
Wykres sit tnacych jest pokazany na rysunku 2.52e. Sumaryczny wykres momen-

tow pokazany na rysunku 2.52f zostal otrzymany po nalozeniu na siebie rysunkéw
2.52b12.52d.
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Zadanie 53
Wykonaé wykresy momentow zginajacych i sit tnacych dla belki AB utwierdzonej

jednym konicem i obciazonej sitgq skupiona P oraz para sit o momencie M = 7 jak jest
pokazane na rysunku 2.53a.

a) Y4
X2
M
X, —
/<—’|
A B
M4 =X
’ / I
R, > P > "
D /
b) b T(x)
\ X
P ©
i
A M (X
0) (%)
P
4
] > X
é Pl
Y 4

Rys. 2.53. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie A bierzemy sum¢ momentow wzgle-
dem punktu A. Zwrot reakcji R, zakladamy do gory. Poniewaz belka jest utwierdzona,
musi dziata¢ moment utwierdzenia w punkcie A; zaktadamy, ze moment M, , dziata w dot.

Wtedy

l
ZMA :_MMA_PE + MZO,
skad
Pl
MuA = _T
Wykorzystujac sume rzutow sit na o$ OY otrzymamy
ZPy =R,+P=0,
skad
RA = — P

Znak ujemny dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R ; jest przeciwny niz zalozono.
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Wydzielamy w belce dwa przedzialy.
1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
[

0<x, <—.
2

Ogodlne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

Pl
My ==M, 4+ R X, :T_le’

dla:
Pl
M1=0) = VE
Pl
M 1212y = T
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu
Tery=Ry,
dla:
Toi-0=—P,
Ty =12 =—P.

Odcigeta dla ktorej moment gnacy jest rowny zeru, obliczamy z warunku

Pl
M(xl) :_MMA +RA.X'1 :—_le,
4
stad
Xg=—.
074
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

I
Z<x, <l
22

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

[
M(xz) :_MMA +RAX2 +P(X2 _E),

dla:
Pl
M 2-i2) = e
Pl
M(x2 == —7»

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu

T(xz):RA+P:—P+P:O



Zadanie 54

Dla belki utwierdzonej i obcigzonej jak na rysunku 2.54a wyprowadzi¢ wzory na
silty poprzeczne i momenty gnace i wedlug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na
rysunkach 2.54b i 2.54c.

a) Y X3 .
X2 q
X1 P=2qa
MM(\ YVYVVVVVVYY
4A c @B
ARA a . a a Rg
P=2qa R¢ q
MuA Q
4 [KAAAAAAINNGS
RA
b) 17 Re Rg
5 %9 _ga
24 aqa 2
I A 2 v v
2,5a . = )
qa
c) L M(x) )
EalonNiSe
_qa
-3qga’ 2

Rys. 2.54. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie

Poniewaz w belce tej znajduje si¢ przegub w punkcie C, musimy rozpatrzy¢ dwa
przypadki: dla belki AC oraz CB. Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie B bie-
rzemy sume¢ momentow wzgledem punktu C dla belki CB, natomiast przy wyznaczaniu
reakcji pionowej w punkcie A korzystamy z sumy rzutow sit na o$ OY dla belki AB.
Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sa do gory.

Wtedy

>M, :—RB-a—qa-%:O,
skad

RB =
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Korzystajac z sumy rzutdéw sit na o§ OY dla belki CB otrzymamy
2P, =Rc—qa+Rg =0,
skad

qa
Ro=——.
“ 2
Wykorzystujac sume rzutow sit na o§ OY dla belki AB otrzymamy
2P, =R,-P—qa+Rz=0,

skad
R,=2,5¢qa.

Nastepnie z sumy momentow wzgledem punktu C takze dla belki AC wyliczamy M, ,

2
SM,=-M,, +RA2a—Pa+%—RBa=O,

skad
M, = 3qd’.

Wydzielamy w belce trzy przedziaty.
1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0<x,<a.
Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

Muy=—My+Ryxy,
dla:
_ 2
My =0)=—3qa",

_ 2
M = 4y =—0,5qa7,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tory=Ry,
dla:
T(xl =0) = 2,5qa,

T(xl =a) = 2,5qa.
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

a<x,<2a.
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Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

Moy =M, + Ry x, — P(x; —a),
dla:
M(xz =aq) = — 0,56]61,

M =24=0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Tooy=Ry—P,
T2 =)= 0.,5qa,
T2 =24y = 0,59a.
3) Trzeci przedzial bedzie si¢ zmieniat
2a<x3<3a (rozwiazujemy od prawej strony).

Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postac:

(Ba—x3)
M3 = RB(3a_x3)_Q(3a_x3)T3a
(Ba—x3)°
M 3= Rg(Ba—x3)—¢q S
dla:
M3 224 =0,
M3 =34 =0,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
Tiy3 =—Rp +q(3a —x3),
qa
T(x3 =2a) — 7’
qa

T(x3=3a) == )

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma wartos¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w trzecim
przedziale. W celu wyznaczenia wartosci maksymalnej przyrdwnujemy sit¢ tnaca trze-
ciego przedziatu do zera.

Poniewaz

d]g—xﬁ:Tm) =—Rp+q(Ba—x3)=0,
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stad
Xy = 2,5a.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi

Ba-x3) 1
2 8

a?.

M (3= x0) = Rp(3a—x3)—q(3a—1x3)

Zadanie 55

Dla belki utwierdzonej i obcigzonej jak na rysunku 2.55a wyprowadzi¢ wzory na
sity poprzeczne 1 momenty gnace i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na
rysunkach 2.55b 1 2.55c.

a) YA
X3
X2 q=40 kN/m
X P=20 kN
Y G X X1 XX R AR AR R I
A \J M=30kNm B
Ra 0,8m 1.8m | 1,4m .
b T(x)
b)
76
@# ; 56
X
M(x)
¢)
X
7 -39,2
—266,8 -176
—206
Rys. 2.55. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ moment utwierdzenia w punkcie A, bierzemy sumg¢ momentow
wzgledem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzy-
stamy z sumy rzutéw sil na o OY. Zakladamy, ze zwrot reakcji skierowany jest do gory.
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Wtedy

SMy=-M,_,+M+P-2,6+q-14-33=0,

skad
M, =266,8 kKNm.

Wykorzystujac sume rzutéw sit na o§ OY otrzymamy
2P, =R,-P-q-1,4=0,

skad
R,=—-T76 kN.

Znak ujemny dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji RA jest przeciwny do zato-
z0nego.
Wydzielamy w belce trzy przedzialy.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0<x,<0,8.
Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

My=-M,+Ry x,

dla:
M(xl =0) =— 266,8 kNIl’l,

M(xl — 0,8) = — 206 an’l,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

Tony =Ry,
dla:
T(xl =0) =76 kN,

T =0,y = 76 kN.
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
0,8 <x,<2,6.
Ogolne rownanie momentoéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé
Moy =—M, +R, x,+ M,

dla:
M(xz =0,8) = — 176 an’l,

M(xz =2,6) =— 39,2 kNm,
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natomiast sila tnaca dla drugiego przedziatu
Ty = Ry,
T =08)= 76 kN,
T2 =26)= 76 kN.
3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
2,6 <x3<4 (rozwiazanie od prawej strony).
Ogodlne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

(4-x) __ (4=xy)’
2 2

M (3 =—q(4—x3)

2

dla:
M(x3 =2,6) = — 39,2 kNm,

M3-4=0,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3 =q(4—x3),
T3 =26)= 56 kN,

Ti3-4)=0.

Zadanie 56
Dla belki wspornikowej przedstawionej na rysunku 2.56a wykona¢ wykresy sity
tnacej 7(x) 1 momentu gnacego M(x).

Rozwiazanie
Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia reakcji podporowych z rownan rowno-
wagi dla catej belki. ROwnania te sa nastgpujace

YMp=q-2a-4a—-M —Pa+ Mz =0,
skad
My =-5qd’,

2P, =-2qa+P+Rz =0,
skad
Rp=qa.
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Rys. 2.56. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Wydzielamy w belce cztery przedzialy.
1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0<x;<2a.
Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2

X qx;

M =—q-x  -—L=—LL
(x1) q-x > >

dla:
M1 -0)=0,

_ 2
M1 =20y =—2qa",
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

T(xl) =—q- X,
dla:
T1=0)=0,

Te1 =2a) = 2qa.
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2)

3)

4)

Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
2a < x, < 3a.

Ogodlne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé
M2y =-2q-a-(x, —a),

dla:
2
My =24y =—2qa",

Mo =35=— 4qa’,
natomiast sila tnaca dla drugiego przedziatu
Ty =—2qa.
Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x3<2a.
Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé
M3 =-2q-a-(x3—a)+ M,

dla:
2
M(x3 =0) = 2qa ,

Mz =2a)=— 4qa’,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu
T3y =—2qa.
Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat
2a <x,<3a (rozwiazanie od konca belki).
Ogdlne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé
M 4y = Rpx4 +Mp,

dla:
2
M(x4 =24) =— 46]61 N

2
My =34 == 394,



natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:

Tixay=—Rp,
T4 =20)=— 94,
Txa=30)= —qa.

Zadanie 57
Dla belki utwierdzonej i obcigzonej jak na rysunku 2.57a wyprowadzi¢ wzory na

sily tnace i momenty gnace i wedlug tych wzoréow sprawdzi¢ wykresy podane na rysun-
kach 2.57b i 2.57c.

a) ) X2 -
M0=qa2 1 g
VYV VYV VOYVYY -
J A B
B 2a “P=4qa a _
A 70
b) @ 2qa
y >
- 2qa
V
c) (T) qaz
> X
0 | [[@® I
Y M(x)

Rys. 2.57. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x;<2a.
Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé
X

Myy=M—q 5
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dla: 5
M1 -0y =9ga",

_ 2
My =20y =—qa’,
natomiast sila tngca dla pierwszego przedziatu

Tiery = = qx1s
dla:

Ta1=0)=0,
T1=20) =~ 2qa.
2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
2a < x, < 3a.
Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

M2y =M —2qa(x, — a) + 4qa(x, — 2a),
dla:
M, =—_gd®
(x2 =2a) qa,
_ 2
M(xZ =3q)~ 49
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =—2qa +4qa = 2qa,
T =24) = 2qa,
T2 =340 = 29a.
Zadanie 58
Dla belki utwierdzonej i obcigzonej jak na rysunku 2.58a wyprowadzi¢ wzory na

sily tnace i momenty gnace i wedtug tych wzorow sprawdzi¢ wykresy podane na rysun-
kach 2.58b i 2.58c.

Rozwiazanie
Wydzielamy w belce dwa przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat

OS.X'I <2a.
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a)

b)

c)

2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat

YA X,
- X1 q e )
EEREREERENZ\N .
A U/
‘qua 2a | =
A T(x)
w][T& .
5
2 ~ —IVan2
q% > X
92 O
2

y M(x)

Rys. 2.58. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

X
M(xl):le—CITIa

dla:

My1-0)=0,

M1 =24=0,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

dla:

Thi=0)=P,

2a £x, < 3a.

Tiery=P —qxy,

Tie1=20)=—qa.
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Ogdlne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

M(XZ) = PX2 - 2qa(X2 — a) - M,
dla: 5
M =20 =—qa’,

_ 2
Mo =30 =—2qa”,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziahu:
T(XZ) =P- an,
T(xZ =2a) = 2qa,

T =34 =—qa.

Zadanie 59

Dla belki utwierdzonej i obcigzonej jak na rysunku 2.59a, wyprowadzi¢ wzory na
sity tnagce 1 momenty gnace, i wedtug tych wzoréw sprawdzi¢ wykresy podane na ry-
sunkach 2.59b 1 2.59c.

a) Y‘ X, . )
- X4 - I
M—qa2 q
=
vy VY rrrrrwwwwb‘x
Yy A B
a
2 P=qa a
A T(x)
b) ga
2y O
ga = =X
2 ()
3
_3 2 %
xo—za -
2
il
c) ~X
qaz
L - 894
2
1692
M(x)

Rys. 2.59. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
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Rozwiazanie
Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1y

2)

Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
a
0< X1 <—.
2

Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

2

2
My =M - %
dla:

My =0 = qa’,
7qa2
8
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

M1=ar) =

2

T(xl) = 4qxy,
dla:
T1-0)=0,
qa
Tixi=an) = EE
Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
E < X < 3_a Z
2 2

Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

2
a
a a a
M) :M—‘]E(xz ——)+P(x2 _E)_zq —

2 2
dla:
7qa2
M (2= a2y =75
3qa2
M 2-342) = g

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:

qa a
Tix2) =_7+P—29(x2 _E}
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a
Tix2=a) = X

3ga

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajgcy ma warto$¢ maksymalng. Moment ten znajduje si¢ w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy sile tnaca dru-
giego przedziatu do zera.

Poniewaz

Tx2=30/2) =

M
d x2 :T(xZ) :_%+P_2q(x2 —g):(),

dx
stad

3
X = Za.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi

2
a
(xz_zj 15
a a a
M (13- 0 =M—q5(x2 —Z]pr(xz —Z]—Zq = gd’.

Zadanie 60
Wykonaé wykresy sit tnacych i momentéw gnacych dla belki przedstawionej na
rysunku 2.60a.

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcje podporowe, roztagczamy w mysli belke w przegubie B.
Otrzymujemy dwa samodzielne uklady.

W pierwszej czesci belki reakcje sg sobie rowne i wynosza

1
R,=Rp=—qgl.
A B 5 q
Dla drugiej czg$ci belki obliczamy sumy momentéw wzgledem punktéw C i D:

M, :RBZ+% ql* —Rp21=0,

1
Rp :5 ql,

Znajac reakcje mozna wykona¢ wykresy sil tnacych i momentow zginajacych.
Nalezy podkresli¢, ze przegub nie stanowi granicy przedziatow zmiennosci sity tnacej
1 momentu gnacego.
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Rys. 2.60. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

W belce wyodrebnimy dwa przedziaty zmiennosci sit poprzecznych i momentow
zginajacych.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0<x 1 <21

Ogolne rownanie momentoéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé:

X 1 1 2
M.y =R x; —qx, —L == glx, —— gx{,
(x1) /11‘]12 291291
M1 -0)=0,
2
M1 =2y =— g1,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:

1
T(xl) =E ql_qxlﬁ
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2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
2[ < Xy < 4[

Ogdlne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie mialo postaé:
X2
M 12y =R Xy + Re(xy —21) — gx;, 5
=L 43 I(x, —21)— L,
> qix) T 3qL(x, 5 qx;,
2
M(x2:21) =—ql,
Mgy —4y=0,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziahu:
1
Ty =R +Rc—qx, =5 gl +3ql —gx,,

3
Tia-2) =5 ql,

1
Tixo=an = Y ql.

W zwiazku z tym, ze funkcja sity poprzecznej w pierwszym przedziale zmienia znak,
musi wystapi¢ w nim ekstremum momentu gnacego. A zatem aby okresli¢ przekroj,
w ktorym funkcja M, osiagnie ekstremum, musimy przyroéwnaé do zera funkcje 7,

1
Ty £ gl —gx; =0.

Z réwnania tego wynika, ze ekstremum wystapi dla x; = //2. Uwzgledniajac te
warto$¢ w funkcji M, otrzymamy
[
M max — g q -

Roéwniez funkcja sity poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak. Musi wigc
wystapi¢ w nim ekstremum momentu gnacego. A zatem aby okresli¢ przekrdj, w kto-
rym funkcja M, osiagnie ekstremum, musimy przyréwnaé do zera funkcje 7,

1
sz :RA +RC_qX2 :qu+3ql_qX2
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Z réwnania tego wynika, ze ekstremum wystapi dla x, = 7//2. Uwzgledniajac te
warto$¢ w funkcji M, otrzymamy

M :1 ql*.

max ~ o
8

Zadanie 61

Wykona¢ wykresy sit poprzecznych i momentow gnacych dla uktadu dwoch belek
poziomych ABC i CD potaczonych przegubowo w punkcie C i obcigzonych jak na
rysunku 2.61a.

y A
a) q=40 kN/m
P=120 kN
) - X
A B iC E ﬁo
]
— 1 ————
L=8m L,=8 mi L=6m
b) Y] X |
Xy ]
RERIE! QRC
A B_C =X
]
]
R, Ry | P=120 kN
]
C) ................................. } X
R
= X3 T C‘ RD
X4 |
]
d T4 |
I
2| 1
145 : 60
$ ERRECEEEN X
I
_363m_ e ! co 1O ||
M(x) 4 :
e) —175 |
I
|
262 (9 |
I
! ) 180
I
X
S 120
7,25m A

Rys. 2.61. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
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Rozwigzanie

W celu wyznaczenia wartosci reakcji w punktach A, B, D przecinamy myslowo
belke w punkcie C (w miejscu przegubu). Wartos¢ reakcji w punkcie C wyznaczamy
z sumy momentoéw sit wzgledem punktu D, natomiast warto$¢ reakcji w punkcie D
z sumy momentow sit wzgledem punktu D — oba przypadki rozpatrujemy tylko 1 wy-
tacznie dla belki CFD. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

1

skad:
l3
ZMC = F'?—RD 'l3 :0,
skad
Rp =060 kN.

Warto$¢ reakeji w punkcie A wyznaczamy z sumy momentow sit wzgledem punk-
tu B, natomiast warto$¢ reakcji w punkcie B z sumy rzutow sif na o§ Y — oba przypadki
rozpatrujemy tylko i wytacznie dla belki ABC. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowa-
ne sa do gory.

Wtedy }
2Mp =R, —ql '51+Rclz =0,
skad:
R,=145kN,
skad

Ry =235 kN.

Znak dodatni reakcji dowodzi, Zze rzeczywisty zwrot reakeji jest zgodny z zatozonym.
Wydzielamy w belce cztery przedzialy.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <8.

Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

1 qx2
M(xl) =R x1 —gx 5 xp = Ryx; — 71»

dla:
My1-0)=0,

M(xl =8) = 120 kNm,
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2)

3)

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

Ty =Ry —qxy,
dla:

T(xl =0) =145 kN,

T(xl =8) =—175 kN
Drugi przedziat bedzie si¢ zmienial

8<x,<13.
Ogolne rownanie momentéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

M () =Ryx; —qli(x; =4) + Rp(x; — 1),

dla:
M(xz =3) = — 120 kNm,

My = 13y= 180 kNm,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Tao)=Ry—ql + Rp,
Ty =)= 60 kN,
T =13)= 60 kN.
Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
13 <x;<16.
Ogolne rownanie momentoéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postad

M 3y =Ryx3—qli(x3 —4)+ R (x5 = [}) — F(x3 —13),
dla:
M(x3 =13) = 180 an’l,

M3 -16=0,

natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T(x3):RA_qll +RB_F’
T(x3 =13) =-60 kN,

T(x3: 16) = — 60 kN
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Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment taki znajduje si¢ w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyrownujemy site tnacq
pierwszego przedzialu do zera.

Poniewaz

del

dx

=Tty =Ry —gqx =0,

stad
Xp=3,63 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi

2
aqx
M(xlsz) =RAx1 —71:262 kNm.

Zadanie 62

Wyznaczy¢ wykres sit poprzecznych i momentdéw gnacych dla uktadu dwoch be-
lek poziomych ABC i CD, potaczonych przegubowo w punkcie C i obcigzonych jak na
rysunku 2.62a. Dane = 1,2 m, P = 40 kN, M, = 24 kNm.

X
a) YL 4 -
X
X; p M,
i A B 'C_ D =X
—r—— : e i
1
| / / : /
Yd P ‘RC
b) M,
A B C - X
R, —tr, R, Ry
c) T(x) " ]
F 20
ol [[[1D ] vy
I A
1
# : 30
i ¥
d) i ]
(T) : 24
1
| } =X
12 @?ﬂ)/
24
M(x) Al

Rys. 2.62. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
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Rozwiazanie

W celu wyznaczenia wartosci reakcji w punktach A, B, D przecinamy myslowo
belke w punkcie C (w miejscu przegubu). Wartos¢ reakcji w punkcie C wyznaczamy
z sumy momentow sit wzgledem punktu D dla belki CD. Zaktadamy, ze zwroty reakcji
skierowane sa do gory.

Wtedy

skad
Re=20kN.

Natomiast z sumy rzutdw sit na o§ OY dla belki CD otrzymujemy
ZP)} :RC +RD :O,

skad
Rp=-20kN.

Z warunkow réwnowagi belki ABC wyznaczamy wartosci R, 1 Ry, woéwczas

skad:
R,=10kN.

M, =Rg-21-Pl-R--3=0,
skad:
Rp=50kN.

W calej belce mozemy wyodrebnic trzy przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <l

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

My = Ryxy,
dla:
My1-0)=0,

M1 =1 = 12 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu:
Ty =Ry
Ty1 =)= 10 kN,
T =1p= 10 kN.
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2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
< X <21
Ogodlne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

M2y = Ryxy — P(xy = 1),
dla:
M(x2: ) = 12 kNm,

M2 =2 =—24 kNm,

natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Tooy=Ry—P,
To=p=—30kN,
Tixp=21y=—30kN.

3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat

21<x3 <4l

Ogolne rownanie momentdéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

M(x3) N RA.X'3 y P(X3 — l) + RB(.X'3 — 2[),
dla:
M(x3 =2 =-24 kNm,

M(x3 =4 =24 an’l,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T(x3) :RA_P+RB7
T(x3 =21 = 20 kN,
T(x3 =41 = 20 kN
Zadanie 63
Wykona¢ wykresy sit poprzecznych i momentéw gnacych dla uktadu dwoch belek

poziomych AEBD i DC potaczonych przegubowo w punkcie C i obciazonych jak na
rysunku 2.63a.
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\
150 '
- 280
Rys. 2.63. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego
Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie C, bierzemy pod uwagg sume¢ momen-
tow wzgledem punktu D dla belki DC, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej
w punkcie A, B korzystamy z sumy rzutéw sil na o§ Y oraz sumy momentow wzgledem
punktu A dla belki AEBDC (te obliczenia przeprowadzamy juz dla calego uktadu).

Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy

skad

1
ZMD =—RC'15 +qZ '15 515 :0,

Wykorzystujac sume rzutdow sit na o$ Y otrzymamy:

1
2P, =R, —Elqu +Rp —P—qyls+Rc =0,

SMy =53 gy 5 h =02 Rylly + 1)+ Py +h +1)+
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skad:
Rp=323,3 kN,

R, = 46,7 kN.

Znak dodatni dowodzi, ze rzeczywisty zwrot reakcji R4 jest zgodny z zatozonym.
Wydzielamy w belce cztery przedziaty.

1) Pierwszy przedzial bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <3.

Ogodlne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

1 1
My =R x IR GAERE
a poniewaz
4 _9w
I X1 ’
to

1 5
M 1) = Rixy 3

dla
M1 -9y =0,

M(xl =3) =50 kNm,
natomiast sita tnaca dla pierwszego przedzialu

2
Ty =Ry—xy,

dla:
T(xl =0) Y 46,7 kN,

T(xl =3) = 43,3 kN
2) Drugi przedziat bedzie si¢ zmieniat
3< X <6.

Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

1 2
M 2y =R x; =5 61112(752 —glz )—Q -2,

dla:
M(xz =3) = —150 kNm,

M(xz =6) = —280 kNm,
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natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =R4—9,
T =3 =—43,3KkN,
Tip=6=—43,3kN.
3) Trzeci przedziat bedzie si¢ zmieniat
6<x3<7.

Ogolne rownanie momentéw dla trzeciego przedziatu bedzie miato postaé

1 2
M 3y =Rx3 Y 9112(3‘3 "3 b ]—Q'2+R3(x3 -5 +1),

dla:
M(x3 — 6) = — 280 kNIl’l,

My3-7)=0,
natomiast sita tnaca dla trzeciego przedziatu:
T3 =R4—=9 + Rp,
T3 =6 =280 kN,
T3 =7 =280 kN.
4) Czwarty przedzial bedzie si¢ zmieniat
7<x4<09.

Ogolne rownanie momentdéw dla czwartego przedzialu bedzie miato postaé

1 2
M x4 =Ryx4 ) 9112(’54 _Elz J_Q'2+R3(x4 -l +1h)-

(X4 _12 +Z3 +Z3)2
2

—Pxy =Lt +l)—q

b

dla:
My4-7)=0,

M4-9)=0,

natomiast sita tnaca dla czwartego przedziatu:
Taay=R =9+ Rp—qo(xs— L+ I+ 1y),
Tiws=7 =40 kN,
Tw4=9)=—40 kN.
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Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment taki znajduje si¢ w pierw-
szym oraz w czwartym przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przy-
rownujemy sit¢ tnacg pierwszego przedziatu do zera.

Poniewaz
dM 5
7o = lan =Ry=xi =0,
stad
Xp=2,16 m.
Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi
1 3
M(xlsz) = Rlxl —5 X = 67,3 kNm,
Taki sam schemat przyjmujemy dla przedziatu czwartego i tak
am
= Tiay =Ry =9+ Ry —qo (x4~ + 15 +1y),
stad
xp=8m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalna i wynosi
M(x4 :XO) = 20 an’l

Zadanie 64
Dla belki obciazonej jak na rysunku 2.64a wyznaczy¢ reakcje podpor oraz sporza-
dzi¢ wykresy sit tnacych i momentow gnacych.

a) Y4 X2
X1
6 kN/m
1 — A - X
AN Q * * Q | B é@ gc @ D
Ri  6m I 3m JRe  6m R,
b) 70 4 |
42| [| @ i @ 6
Xq = 2,755 = -39
y
C
) -108 -36
_ s e e > X
54,3699 ©
M(x)y

Rys. 2.64. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego
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Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ reakcj¢ pionowa w punkcie A, bierzemy sum¢ momentéw wzgle-
dem punktu B dla belki AB, przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie D korzysta-
my z sumy momentéw wzgledem punktu C dla catego uktadu, natomiast przy wyzna-
czaniu reakcji pionowej w punkcie C korzystamy z sumy rzutow sil na o§ OY dla calego
uktadu. Zaktadamy, ze zwroty reakcji skierowane sg do gory.

Wtedy
2
XMp=R,y6-0,-3-0 '5'6=0,
gdzie:
0=0,+0,+0;,
1
O :5-12-6:36kN,
0,=6-6=36kN,
1
03;=—-3-6=9kN,
2
skad:
RA:42 kN,
skad:
Rp =30 kN,
2
ZMC ZRA '9—Q'§'9+72_RD'6:0,
skad

Rp=-6KkN.
Wykorzystujac sume rzutow sit na o$ Y otrzymamy
XP,=R;+Q+Rc+Rp=0,
skad
Wydzielamy w belce dwa przedziaty.

1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat

OSxIS9.
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Ogolne rownanie momentdéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

X 1 2
M(xl):RA'x1—x1'?1'%1—5‘361‘(18—%1)'5?61,
a poniewaz:
E: 4(x1) = q(xl):]8—2x1’
9 (9—x1)

1
2 3
M(xl):RAx1—9x1 +§X1,

dla:
M1=0)=0,

M(xl =9) =—108 kNm,
natomiast sila tngca dla pierwszego przedziatu

Teery = Ry — 18x; + xf,
dla:
T(xl :0) = 42 kN,

Tiy1=9)=—39 kN.
2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
9<x,<15.
Ogolne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé
My =Ry x =0 (x, =3)+ M + R (x, -9),

dla:
M2 = 9)=—36 KNm,
Mg - 15 =0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
Ty =R, — 36,
Tiyp=9)= 6 kN,

T(x2=15): 6kN

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment taki znajduje si¢ w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia wartosci maksymalnej przyrownujemy sile tnaca
pierwszego przedziatu do zera.

Poniewaz
—=T.y=R,;—18x+x" =0,
ax (x1) A
stad
Xo=2,755 m.
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Dla tej odcigtej moment gnacy ma warto$¢ maksymalng i wynosi

1
M (1= vo) = Ryx, = 9x] + 3 X =54,3699 kNm.

Zadanie 65
Dla belki swobodnie podpartej o rozpigtosci / = 10 m, jak na rysunku 2.65a, poda-

ny jest wykres My, (rys. 2.65b) okreslony rownaniem
M= 15000 + 9000x — 1000x”.

Wyznaczy¢ ksztalt wykresu 7(x) oraz rodzaj obcigzenia.

a) YT
JBA_ ﬁ_ )
L=10 —
R, I m R
b)) M) M(x)=15000+9000x—10005"
e )
4
©) M, q Mg
VRN M\
I EEEEEEREEREIEEEEEEEERERNR 0%
A B
= ——
d)  Td " x,=45 Reg
» X

+
Rys. 2.65. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Funkcja sit poprzecznych przyjmuje postaé

T(x) = dﬁj &) _ 9000 —2000x.
X

Jest to funkcja liniowa 1 przyjmuje wartosci:

M) _ g ~9000 kG =90 kN,

Tix=0)=

M) e 11000 kG =~110KN,
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natomiast funkcja obciazenia przyjmuje wartosé¢

4= _$ — 2000 kG/m = 20 kN/m.
X

Z réwnania momentow zginajacych wyznaczamy wartosci:
My =M -y =15000 kGm = 150 kNm,

Funkcja M(x) osiaga najwigksza wartos¢ tam, gdzie spetniony jest warunek

[‘”‘Zﬂ] =T(x,,) =9000-2000x,, =0,
X X =xm

stad:
X, =4,5m.
Minax = Mmy= 35250 kGm = 352,50 kNm.
Zadanie 66
Dla belki AB o rozpigtosci / = 12 m opartej na dwoch podporach przegubowych

(rys. 2.66a), moment zginajacy w dowolnym przekroju w odlegtosci x od podpory A
okreslony jest rOwnaniem

3
M =10° [48+20x—x2 —f—z]

Okresli¢ rodzaj obcigzenia belki oraz sporzadzi¢ wykresy 7(x) 1 M(x).

Rozwiazanie
Roéwnanie sit tnacych dla przedstawionej belki

dMAB 2
T = =103{20—2x—x7].

dx

Funkcja sit poprzecznych 7(x) jest funkcja drugiego stopnia i przyjmuje wartosci:

1420 =T4 =R, =2000kG =20kN,

T2 =T} = Ry =—40 000 kG =400 kN.

Funkcja obcigzenia przyjmuje postac
dr 8
) 3 X
xX)=——">—=10"|2+=— |
4 dx ( 2 )
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\
2) Y x , 9(x)
gererznraennnininil
A @B =X
R, 12m —
b) } M(x)
1141
4801_
> X
5  T(x)
20 o
A X
B 5,8 m _ -
80

Rys. 2.66. Wykresy sily tnacej i momentu zginajacego

Zatem obciazenie zmienia si¢ liniowo 1 przyjmuje wartosci:

Q=i =95 :103(2+%):8000 kGm =80 kN/m.

Z rébwnania momentow zginajagcych wyznaczamy:
M{E o) = M, =48 000 kGm = 480 KNm,
AB
M Z1p)=Mp =0.

Funkcja M(f)B osiaga najwigksza wartos¢ tam gdzie spetniony jest warunek:

dMAB] 1
(x) AB 2
— =T =20-2x,, —— x2 =0
(x,) m m ’
{ dx X=xm 4

stad:
X, =5,8m,

M{% =M{h =114100 kGm =1141kNm.

max
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Zadanie 67

Zapora wodna ma by¢ zbudowana z desek ustawionych pionowo i opartych
o poziome belki A i B. Sporzadzi¢ wykresy sit tnacych i momentéw gnacych dla
v=10,001 kG/em® i glebokosci 3 m. Schemat zapory przedstawiono na rysunku 2.67a.

a) R b) X‘
P 1
1m -
- — X.
I R 2
S | " 3
2m o
- R
B [_ o _ B—>
9300
o) -0,05 ,0,175 d)
e T(x) M(x)
- —_—
2,12m ]
+
)
O
1
‘ 0,093
-0,225 -0,0167

Rys. 2.67. Wykresy sity tnacej i momentu zginajacego

Rozwiazanie
Na obcigzenie desek sktada si¢ parcie wody 1 reakcja podpér A 1 B. Na glegboko-
$ci x ponizej poziomu wody panuje ci$nienie
Pr=xxY.
A poniewaz p, = g, 1— jak wida¢ — g, zmienia si¢ proporcjonalnie do x, mamy do czy-
nienia z obciazeniem ciaglym po trojkacie. Tak wiec obcigzenie u podstawy tamy wynosi
4300 = 0,001 -300 = 0,3 kG/cm = 0,3 kN/m.
Aby wyznaczy¢ reakcje pionowg w punkcie A bierzemy sum¢ momentow wzgle-

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutow sit na o§ pozioma.
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Wtedy |
XMy =R, '2—5'61300'3'1:@

skad
R,=0,225kN.

Wykorzystujac sume rzutdw sit na o$§ pozioma otrzymamy
1
2P, =R +Rp ~5 9300 3=0,

skad
Rp=0,225 kN.

Wydzielamy w belce dwa przedziaty.
1) Pierwszy przedziat bedzie si¢ zmieniat
0< X1 <.

Ogolne rownanie momentéw dla pierwszego przedzialu bedzie miato postaé

1
M(xl) ==0y E X15

gdzie
1
O :E qx1 " *15
a poniewaz:
G300 _ 9x1) d300 "1
— :> = —’
3 o q(x1) 3
_ 43001
D = 18 °
My1-0)=0,

-1
M(x1=l) = Q30108 = 0,0167 kNm,

natomiast sita tnaca dla pierwszego przedziatu

2
_ 493001
="

b

dla:
T1=0)=0,

12
To-ny :—%%:—0,0SkN.
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2) Drugi przedzial bedzie si¢ zmieniat
1< X <3.

Ogodlne rownanie momentdéw dla drugiego przedzialu bedzie miato postaé

1
M 2y = Ry(x3 =1) = Oy 3

gdzie
1
Qx2 =E dx2 X2,
a poniewaz:
9300 _ 9(x2) 4300 " X2
= >
3y, e 3
3 1 3
M (1) = q300(x2 —1) ~1g D002,
3001
M(x2:1) = 30108 :_0,0167 kNm,
3 27
M (y_3 25 9300 T 9300 =0,
natomiast sita tnaca dla drugiego przedziatu:
3 1 5
Ty =R =0 = 7 1300 = ¢ 43002

7
To=1y = 13 300 = 0,175kN,

9
Ttx2=3) = =75 300 == 0,225 kN,

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginajacego. Znajdujemy przekroj, w kto-
rym moment zginajacy ma warto$¢ maksymalng. Moment taki znajduje si¢ w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto$ci maksymalnej przyréwnujemy sile tnaca dru-
giego przedziatu do zera.

Poniewaz

dM 3

=T == —— X2 =0,
dx (x2) 4 49300 6 49300%2

stad
Xodla2 = 2,12 m.

Dla tej odcigtej moment gnacy ma wartos¢ maksymalng i wynosi

3 1
M(x2 =x0) = Z G300(x2 = 1) —ﬁ 9300 x; =0,093 kNm.
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