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Przedmowa

Niniejszy skrypt przeznaczony jest dla studentów, którzy maj  w programie stu-
diów przedmiot „Wytrzyma o  materia ów” i pragn  pozna  sposób wyznaczania mo-
mentów gn cych i si  tn cych przy rozwi zywaniu belek.

Autor pragn  uczyni  podr cznik wygodnym rodkiem do nauki rozwi zywania
belek i przedstawi  sposób post powania przy ich rozwi zywaniu. Ka de zadanie po-
przedzone jest tre ci  i rysunkiem, a nast pnie ka dorazowo zosta  przedstawiony tok
post powania  przy prawid owym ich rozwi zywaniu.

Tre  podr cznika podzielono na dwie cz ci, pierwsz  podaj c  w sposób bardzo
skrótowy teori  zginania belek statycznie wyznaczalnych, a w drugiej przedstawiono
w sposób bardzo przyst pny ich rozwi zywanie.

Przy pisaniu tego skryptu korzysta em z istniej cej literatury i zebra em tam mate-
ria y do napisania niniejszego skryptu.

Je eli skrypt ten spe ni zamierzone przez mnie zadanie i u atwi czytelnikowi
i studiuj cym poznanie tej pi knej i wci  ywej dziedziny nauki, jak  jest wytrzyma-
o  materia ów – a szczególnie rozwi zywanie belek – stanowi  to b dzie dla mnie

najmilsz  nagrod .

Autor
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9

. Ogólne zagadnienia o zginaniu

. . Sposoby podparcia belek

Zginanie zachodzi wówczas, gdy si y dzia aj ce na pr t sprowadzaj  si  do dwóch
par le cych w p aszczy nie przechodz cej przez o  pr ta lub w p aszczy nie równole-
g ej do niej. Zginanie proste zachodzi tylko w pierwszym przypadku; drugi nale y do
zagadnie  wytrzyma o ci z o onej. Pr ty zginane nazywamy belkami. Si y dzia aj ce
na belki dziel  si  na dwa rodzaje:

1) obci enia,
2) reakcje podpór.

Rys. .

Je eli rozpatrzymy belk  o przekroju symetrycznym (rys. 1.1), na któr  dzia aj
si y zewn trzne P1, P2 i P3 oraz reakcje R1 i R2 le ce w p aszczy nie symetrii belki, to
pod dzia aniem tych si  belka ugnie si  w taki sposób, e o  jej pozostanie po ugi ciu
si  nadal w p aszczy nie dzia ania si  zewn trznych. P aszczyzn  t  nazywamy p asz-
czyzn  zginania, taki za  przypadek zginania nazywamy zginaniem p askim.

Si y zewn trzne obci aj ce belk  mog  si  sprowadza  do si  skupionych lub do
par, mog  to by  równie  obci enia ci g e roz o one równomiernie lub nierówno-
miernie wzd u  belki.

Podpory bywaj  trzech rodzajów:
1) podpora przegubowa sta a,
2) podpora przegubowa ruchoma,
3) utwierdzenie.

P2P1

R1 R2

P3
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Podpora przegubowa sta a pozwala na obrót ko ca belki dooko a osi przegubu,
nie dopuszcza natomiast przesuwu ko ca belki ani w kierunku jej osi, ani w kierunku
prostopad ym do niej. Reakcja przechodzi tu przez rodek przegubu i le y w p aszczy -
nie zginania, kierunek jej jest nam jednak nieznany. Zamiast wyznaczania wielko ci
reakcji i k ta α, który tworzy ona z osi  belki, wygodniejsze jest roz o enie reakcji na
dwie sk adowe – poziom  i pionow  wzd u  osi prostok tnego uk adu wspó rz dnych,
którego pocz tek przyjmujemy na lewym ko cu belki. Wówczas o  x pokrywa si
z osi  belki, o  y za  jest skierowana do góry. Mamy wówczas dwie reakcje nieznane
pod wzgl dem wielko ci, lecz o znanych kierunkach. Na podporze przegubowej sta ej
s  zatem zawsze dwie niewiadome Rx i Ry. Schematycznie b dziemy przedstawiali pod-
por  przegubow  sta  tak jak na rysunku 1.2.

Rys. .2

Podpora przegubowa ruchoma ró ni si  od podpory sta ej tym, e jest umiesz-
czona na rolkach. Pozwala ona na obrót ko ca belki dooko a osi przegubu oraz na jego
przesuw w kierunku ko ca belki, umo liwia natomiast przesuw w kierunku prostopa-
d ym do osi belki. Reakcja na podporze ruchomej przechodzi przez rodek przegubu
i jest prostopad a do osi belki. Mamy tu zatem tylko jedn  niewiadom  R. Schemat
podpory przegubowej ruchomej przedstawiono na rysunku 1.3.

Rys. .3

Utwierdzenie nie pozwala ani na obrót ko ca belki, ani na przesuw w adnym
kierunku. Obrotowi przeszkadza tu para si , któr  utwierdzenie wywiera na belk . Mo-
ment tej pary nazywamy momentem utwierdzenia, jest on nieznany podobnie jak nie-
znana jest równie  co do wielko ci i kierunku reakcja w miejscu utwierdzenia. Reakcj

X

Y

Ry R

Rx

X

Y

R
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t  rozk adamy na dwie sk adowe – prostopad  i równoleg  do osi belki, o znanych
kierunkach, lecz nieznanych wielko ciach. W miejscu utwierdzenia mamy zatem trzy
nieznane reakcje:

1) moment utwierdzenia M0,
2) reakcj  poziom  Rx,
3) reakcj  pionow  Ry.

Utwierdzony koniec belki przedstawiamy schematycznie tak, jak na rysunku 1.4.

Rys. .4

W celu wyznaczenia niewiadomych reakcji musimy korzysta  ze statycznych wa-
runków równowagi (si y czynne + reakcje). Dla p askiego uk adu si  jest ich trzy: dwa
równania sumy rzutów si  na osie uk adu i jedno równanie momentów wzgl dem do-
wolnego punktu. Zazwyczaj belki posiadaj  kierunek poziomy, a si y pionowy – wtedy
liczba równa  redukuje si  do dwóch, poniewa  rzut ka dej si y na osi poziomej x jest
równy zeru. Je eli liczba niewiadomych reakcji jest równa lub mniejsza od liczby sta-
tycznych równa , reakcje dadz  si  wyznaczy  (belka jest statycznie wyznaczalna).
W wypadku gdy liczba niewiadomych jest wi ksza od mo liwej ilo ci równa  statyki,
wówczas belka staje si  statycznie niewyznaczalna.

Rys. .5

Oprócz wymienionych belek wyst puj  belki ci g e przegubowe (rys. 1.5). Rozpa-
trujemy w takich wypadkach najpierw warunki równowagi belek podwieszonych
i znajdujemy reakcje tak, jak to si  robi przy belkach na dwóch podporach. Oddzia y-
wania te przenosz  si  poprzez przeguby z belek podwieszonych na belki podstawowe.
Znaj c wielko ci oddzia ywa  w przegubach mo emy wyznaczy  reakcje belek pod-
stawowych.

Y

Ry R

Rx

M0

X

P1 P2 P3
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.2. Czyste zginanie

Za ó my, e pr t spoczywaj cy na dwóch podporach obci ony jest równymi si a-
mi P tak jak na rysunku 1.6. Przyjmujemy symetryczny przekrój pr ta, przy czym si y P
dzia aj  w p aszczy nie symetrii. Zgi cie polega na tym, e pierwotnie prosta o  pr ta
ulega zakrzywieniu, a poprzeczne przekroje – pierwotnie do siebie równoleg e ulegaj
pochyleniu. Dla znalezienia si  wewn trznych w pr cie poprowadzimy mi dzy podpo-
rami dowolny przekrój m–n i odrzucaj c lew  cz  pr ta, zast pimy oddzia ywanie jej
na praw  si ami wewn trznymi, przy o onymi w poprowadzonym przekroju.

Aby pozosta a prawa cz  belki znajdowa a si  w równowadze, si y wewn trzne
w przekroju m–n musz  sprowadza  si  do uk adu równowa nego uk adowi dzia aj -
cemu na odrzucon  cz  lew , a wi c do pary si . Przypadek, kiedy si y zewn trzne
redukuj  si  wy cznie do pary si , okre lamy nazw  czystego zgi cia. Ze statycznych
warunków równowagi wynika zatem, e si y wewn trzne w przekroju sprowadzaj  si
do pary si  o momencie

M = Pa.

Zginanie, przy którym o  belki po odkszta ceniu pozostaje w p aszczy nie dzia ania si
zewn trznych, nazywamy zginaniem p askim. O sposobie roz o enia si  wewn trznych
w przekroju b dziemy mogli wnosi  na podstawie analizy odkszta cenia pr ta.

Rys. .6

Otó , je eli poddamy zgi ciu pr t kauczukowy o przekroju prostok tnym, na któ-
rym wyrysowano siatk  linii prostych na wszystkich czterech cianach (tzn. bocznych)
oraz górnej i dolnej tak, jak na rysunku 1.7, to po odkszta ceniu zauwa ymy, e:

– linie pod u ne na cianach bocznych zakrzywiaj  si  pozostaj c prostopad ymi
do linii poprzecznych;

– linie poprzeczne na ciankach bocznych, pierwotnie do siebie równoleg e, na-
chylaj c si  ku sobie, pozostaj  jednak liniami prostymi;

P P

a a
n

m

A B
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– linie obwodowe wyrysowane na powierzchni górnej, dolnej i obu bocznych,
le ce pocz tkowo w jednej p aszczy nie, pozostaj  nadal w tej p aszczy nie
pomimo pewnego odchylenia k towego ca ej p aszczyzny, co nasuwa przy-
puszczenie, e i pomy lane w tej p aszczy nie linie, le ce wewn trz pr ta,
pozostan  w tej samej p aszczy nie;

– paski pod u ne, na jakie podzielona jest górna cianka pr ta, ulegaj  przy zgi -
ciu wyd u eniu i zw eniu, natomiast paski na ciance dolnej (wkl s ej) roz-
szerzaj  si , a d ugo  ich maleje. Pomiar tych odkszta ce  pod u nych i po-
przecznych wykazuje, e stosunek ich odpowiada liczbie Poissona;

– odkszta cenia w ókien w tej samej p aszczy nie poziomej s  jednakowe.
Wskutek tego normalne napr enia zmieniaj ce si  wzd u  wysoko ci przekro-
ju pozostaj  sta e na jego szeroko ci.

Rys. .7

Opieraj c si  na tych spostrze eniach mo emy ustali  podstawowe za o enia dla
teorii zgi cia.

– Przekroje poprzeczne pr ta poddanego czystemu zginaniu pozostaj  p askie;
zachodzi to wtedy, gdy d ugo  belki jest przynajmniej pi  razy wi ksza od jej
wysoko ci.

– W ókna belki wywieraj  na siebie pewne naciski, s  one jednak tak ma e, e
mo na je pomin .

– Materia  podlega prawu Hooke’a, przy czym modu  spr ysto ci E jest jedna-
kowy dla rozci gania i ciskania.

s
s+ds

α ρ

z

x

y
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Obserwuj c zgi t  posta  pr ta zauwa ymy, e pod u ne w ókna po stronie wypu-
k ej ulegaj  wyd u eniu, a po stronie wkl s ej skróceniu. Z tego wynika, i  w rodku
pr ta istnieje warstwa, której d ugo  przy zgi ciu nie ulega zmianie. Jest to tzw. war-
stwa oboj tna. W ókna pod u ne na zewn trz tej warstwy ulegaj  wyd u eniu i zw e-
niu, natomiast w ókna pod u ne po stronie wewn trznej ulegaj  skróceniu i poprzecz-
nemu rozszerzeniu. Dlatego prostok tny przekrój belki zmienia si  na trapezowy, gdzie
krótszy bok jest po stronie wypuk ej pr ta, a d u szy po stronie wkl s ej.

Dla znalezienia napr e  w dowolnym przekroju poprowadzonym w odleg o ci x
od lewej podpory, odrzucamy lew  cz  belki zast puj c jej oddzia ywanie na praw
si ami wewn trznymi, maj cymi punkty zaczepienia w danym przekroju. Si y we-
wn trzne musz  stanowi  uk ad równowa ny uk adowi si  dzia aj cych na lew  cz
pr ta. Uk ad ten redukujemy do jednej si y przechodz cej przez rodek poprowadzone-
go przekroju oraz do pary si .

Ogólnie mo emy powiedzie , e si a tn ca w dowolnym przekroju belki równa si
sumie algebraicznej si  zewn trznych dzia aj cych na belk  po jednej stronie rozpatry-
wanego przekroju, a dzia aj cy moment gn cy równa si  sumie algebraicznej momen-
tów (wzgl dem tego przekroju) si  zewn trznych dzia aj cych po jednej stronie tego
przekroju. Jest to tzw. moment zginaj cy.

Si y tn ce i momenty gn ce uzale niamy od si  zewn trznych dzia aj cych po le-
wej stronie rozpatrywanego przekroju. Jednak z warunków równowagi wynika, e
mo na je uzale ni  od si  dzia aj cych po prawej stronie danego przekroju i atwo
sprawdzi , e otrzymane wyniki dla si y tn cej i momentu gn cego by yby wówczas
takie same co do warto ci, tylko z przeciwnymi znakami. Wynikiem dzia ania momen-
tu zginaj cego s  napr enia normalne w przekroju poprzecznym belki, natomiast
w wyniku dzia ania si y poprzecznej powstaj  w przekroju napr enia styczne, czyli
cinaj ce. Napr enia cinaj ce wyst puj  równie  w przekrojach równoleg ych do po-

d u nej osi belki.

Znaki si  tn cych i momentów gn cych przyjmujemy wed ug nast puj cej umowy:
– si a tn ca jest dodatnia, je eli d y do podniesienia lewej cz ci belki,
– si a tn ca jest ujemna, gdy d y do jej opuszczenia (rys. 1.8).

Wzgl dem prawej cz ci belki si a tn ca jest dodatnia, je li d y do obni enia
prawej cz ci belki, a ujemna zmierza do jej podniesienia.

Rys. .8

+T

+T –T

–T

a) b)
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Moment gn cy uwa amy za dodatni w danym przekroju, je li d y do obrócenia
lewej cz ci belki wzgl dem rozpatrywanego przekroju zgodnie z obrotem wskazówki
zegara, a ujemny – je li obrót wywo any by by przeciwny (rys. 1.9).

Rys. .9

W stosunku do prawej strony belki moment gn cy w danym przekroju uwa amy
za ujemny, je li zmierza do obrócenia prawej cz ci belki w kierunku zgodnym z ru-
chem wskazówki zegara, a dodatni – je li obrót wywo ywany by by przeciwny. Mo-
ment gn cy dodatni powoduje wygi cie belki wypuk o ci  w dó , a ujemny – wypuk o-
ci  w gór .

Si a tn ca i moment gn cy charakteryzuj  obci enie belki w danym przekroju. Im
wi ksza jest si a tn ca, tym wi ksze grozi belce niebezpiecze stwo ci cia w danym
przekroju, a im wi kszy jest moment gn cy, tym belka bardziej wygina si  w tym prze-
kroju i tym wi ksze zachodzi niebezpiecze stwo jej z amania. Z tych wzgl dów dla
ka dej obci onej belki nale y okre li  przekrój niebezpieczny, tj. ten, w którym panu-
je najwi kszy moment gn cy.

Zarówno si a tn ca, jak i moment gn cy w belce s  funkcjami odleg o ci x mierzo-
nej wzd u  osi pod u nej belki. Przy analizie belek zginanych wymagana jest znajo-
mo  si y tn cej i momentu zginaj cego w ka dym przekroju. Szczególnie wa na jest
znajomo  maksymalnej si y tn cej oraz maksymalnego momentu zginaj cego, które
to wielko ci bierzemy do oceny wytrzyma o ciowej ca ej belki. Najlepszym sposobem
znalezienia tych wielko ci jest wykonanie wykresów przebiegu zmienno ci si y tn cej
i momentu gn cego jako funkcji x. Na osi odci tych odmierzamy bie ce po o enie
rozpatrywanego przekroju poprzecznego belki, a wzd u  osi rz dnych odnosimy odpo-
wiednie warto ci si y tn cej lub momentu gn cego. Te wykresy s  nazywane wykresa-
mi si y tn cej i momentu gn cego. Wskazane jest, aby wykresy te umieszcza  bezpo-
rednio pod rozpatrywan  belk , stosuj c t  sam  skal  wzd u  d ugo ci belki. Nie jest

zwykle potrzebna wysoka precyzja wykonania tych wykresów, chocia  istotne warto ci
rz dnych nale y podawa  liczbowo lub w sposób ogólny.

a) b)

+M +M
– M– M
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2. Zadania z rozwi zaniami

Zadanie 
Dla belki swobodnie podpartej i obci onej jak na rysunku 2.1a, wyprowadzi

wzory na si y poprzeczne i momenty gn ce, i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy
podane na rysunku 2.1b i 2.1c.

Rys. 2. . Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy sum  momentów wzgl dem

punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy z mo-
mentów wzgl dem punktu A. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0 =⋅+⋅=∑ bPlRM AB

Y

x1

x2

P

A B

RBRA
a b

l

T x( )

M x( )

Pb

Pab

Pa–
X

X

+

+

a)

b)

c)
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sk d

.
l

bPRA
⋅

=

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,0=⋅+⋅−=∑ aPlRM BA
sk d

.
l

aPRB
⋅

=

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o-
onym.

Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,)  1( l
abPM ax

⋅⋅
==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

,)0  1( l
bPT x

⋅
==

.)  1( l
bPT ax

⋅
==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

M(x2) = RA(x2 – 2) – P(x2 – a),
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dla:

,)2( l
abPM ax

⋅⋅
==

M (x2 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,

,

)2(

)2(

l
aPT

PRT

ax

Ax

⋅−=

−=

=

.)2( l
aPT lx

⋅
−==

Zadanie 2
Wykona  wykresy si  tn cych i momentów gn cych dla belki przedstawionej na

rysunku 2.2a.

Rys. 2.2. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Warto  reakcji RA i RB s  sobie równe i wynosz  P. W belce wyodr bnimy trzy

przedzia y zmienno ci si  poprzecznych i momentów zginaj cych.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

PP

A B

RBRAa a a

T x( )

M x( )

Pa

X

X

P

P

+



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

20

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

M(x1) = – Px1,

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = a) = – Pa,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

T(x1) = – P,

T(x1 = 0) = – P,

T(x1 = a) = – P.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

M(x2) = – Px2 + RA(x2 – a) = – Pa,

M(x2 = a) = – Pa,

M(x2 = 2a) = – Pa,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – P + RA = 0,

T(x2 = a) = 0,

T(x2 = 2a) = 0.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x3 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

M(x3) = – Px3 + RA(x3 – a) + RB(x3 – 2a) = Px3 – 3Pa,

M(x3 = 2a) = – Pa,

M(x3 = 3a) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u

T(x3) = – P + RA + RB = P.
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Zadanie 3
Wykona  wykres momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB podpartej

przegubowo na obu ko cach i obci onej si  skupion  P oraz par  si  o momencie

2
Pl

M = , jak pokazano na rysunku 2.3a.

Rys. 2.3. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Podpora A jest sta a, podpora B ruchoma, poniewa  si a P i reakcja RB s  pionowe,

zatem i reakcja RA musi by  pionowa. Wyznaczamy warto  reakcji RA i RB. Równanie
momentów wzgl dem punktu B ma posta :

,0
3
2

=+− MlPlRA

.
623

2
3
2 PPP

l
MPRA =−=−=

Y

P
M

A B

RBRA

T x( )

M x( )

Pl

P
X

X
++

x1

x2

x3

m
m

n
n

r
r

x

DC

l
3

l
3

l
3

+

Pl5

P5

Pl2

a)

b)

c)
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Równanie rzutów na kierunek pionowy ma posta

RA + RB = P,
sk d

.
6
5

6
PPPRPR AB =−=−=

Wyra enia na moment zginaj cy i na si  tn c  musimy pisa  dla ka dego z trzech
przedzia ów osobno. Najpierw przetniemy belk  w przekroju m–m o odci tej x1, mo-
ment zginaj cy w tym przekroju

M(x1) = RAx1,

odci ta x1 jest w pierwszej pot dze, moment zatem zmienia si  wzd u  prz s a AC li-
niowo, ponadto x1 mo e przybiera  warto ci od 0 do l/3. Przy:

,01 =x ,0)1( =xM

,
31
lx = .

18)1(
PlM x =

Si a tn ca w przekroju m–m

.
6)1(
PRT Ax ==

Si a tn ca nie jest zale na od odci tej x1, ma wi c warto  sta  wzd u  przedzia-
u AC. Nast pnie belka jest przeci ta w przekroju n–n o odci tej x2. Moment zginaj cy

w tym przekroju

.
322)2( 






 −−=

lxPxRM Ax

Odci ta x2 mo e przybiera  warto ci od 
3
l

 do 
3
2l

, moment zginaj cy zmienia si
wzd u  przedzia u CD liniowo:

,
32
lx = ,

18333)2(
PlllPlRM Ax =





 −−⋅=

,
3
2

2
lx = .

9
2

33
2

3
2

)2( PlllPlRM Ax −=





 −−⋅=

Si a tn ca w przekroju n–n

.
6
5

)2( PPRT Ax −=−=
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Przecinamy belk  w przekroju r–r o odci tej x3. Moment zginaj cy w tym przekroju

.
333)3( MlxPxRM Ax +





 −−=

Odci ta x3 mo e przybiera  warto ci od 
3
2l

 do l. Moment zginaj cy zmienia si
wzd u  przedzia u DB liniowo, i przy:

,
3
2

3
lx = ,

18
5

33
2

3
2

)3(
PlMllPlRM Ax =+






 −−⋅=

,3 lx = .0
3)3( =+





 −−= MllPlRM Ax

Wykres momentów zginaj cych jest pokazany na rysunku 2.3b. Si a tn ca w prze-
kroju r–r wynosi

.
6

5
)( 3

PPRT Ax −=−=

Wykres si  tn cych jest pokazany na rysunku 2.3c.

Zadanie 4
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB podpartej

przegubowo obu ko cami i obci onej dwiema si ami P, jak pokazano na rysunku 2.4a.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zwroty obu reakcji zak adamy, e dzia aj  do góry.

Wtedy

∑ =−−= ,032 lRlPPlM BA
sk d:

,
3
PRB −=

∑ =++−= ,0BAy RPPRP
sk d

.
3

 PRR BA =−=

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest poprawnie przyj ty.
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Rys. 2.4. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,
3)1(
PlM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

,
3)01(
PT x ==

.
3)1(
PT lx ==

x1

x2

x3

P

P

A B

RB
RA

Pl

Pl

2P

P

X

X

X

T x( )

M x( )

+ +

+

l l l

a)

b)

c)
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2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

l ≤ x2 ≤ 2l.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

M(x2) = RAx2 – P(x2 – l),

,
3)2(
PlM lx ==

,
3)22(
PlM lx −==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – P,

,
3

2
)2(

PT lx −==

.
3

2
)22(

PT lx −==

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2l ≤ x3 ≤ 3l.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

M(x3) = RAx3 – P(x3 – l) + P(x3 – 2l),

,
3)23(
PlM lx −==

,0)33( == lxM

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – P + P,

,
3)23(
PT lx ==

.
3)33(
PT lx ==
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Zadanie 5
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki podpartej prze-

gubowo obci onej si  skupion  P oraz par  si  o momencie M = Pl, jak pokazano na
rysunku 2.5a.

Rys. 2.5. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zwroty obu reakcji zak adamy do góry.

Wtedy:

,0
3
2

3
=−−=∑ lRMlPM BA

sk d
RB = – 2P,

∑ =++−= ,0BAy RRPP
sk d

RA = 3P.

a)

b)

c)

Y

P

P

2P

A B

RB
RA

T x( )

M x( )

Pl

+

+

x1

x2

x3

X

X

X

l
3

l
3

l
3

Pl2

Pl

M
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Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
3

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = – Px1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,
3)3/1(
lPM lx −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – P,
dla:

T(x1 = 0) = – P,

T(x1 = l/3) = – P.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
3
2

3 2
lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
322)2( 






 −+−=

lxRPxM Ax

,
3)3/2(
lPM lx −==

,
3)3/22(
lPM lx ==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – P + RA,

T(x2 = l/3) = 2P,

T(x2 = 2l/3) = 2P.
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.
3
2

3 lxl
≤≤

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
333)3( MlxRPxM Ax −






 −+−=

,
3

2
)3/23(

PlM lx −==

M(x3 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = – P + RA,

T(x3 = 2l/3) = 2P,

T(x3 = l) = 2P.

Zadanie 6
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki podpartej prze-

gubowo w punktach A i B, obci onej dwiema si ami skupionymi P, jak pokazano na
rysunku 2.6a.

Rys. 2.6. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

x1

x2

x3

P

P A B

RBRA

Pl

Pl

X

X

X

T x( )

M x( )

+ +

l
l
2

l
2

Y

+

PP
2P

l
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Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zwroty obu reakcji zak adamy do góry.

Wtedy

,0
2
3

2
=+−=∑ lPlRlPM BA

sk d:
RB = 2P,

∑ =−++= ,0PRRPP BAy

sk d
RA = – 2P.

Znak ujemny dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest przeciwny do przy-
j tego.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = Px1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,
2)2/1(
PlM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = P,
dla:

T(x1 = 0) = P,

T(x1 = l/2) = P.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2
3

2 2
lxl

≤≤
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
222)2( 






 −+=

lxRPxM Ax

,
2)2/2(
PlM lx ==

,
2)2/32(
PlM lx −==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = P + RA,

T(x2 = l/2) = – P,

T(x2 = 3l/2) = – P.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.2
2
3

3 lxl
≤≤

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
3

3 333)3( 




 −+





 −+= lxRlxRPxM BAx

,
2)2/33(
PlM lx −==

M(x3 = 2l) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = P + RA + RB,

T(x3 = 3l/2) = P,

T(x3 = 2l) = P.

Zadanie 7
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki obci onej si

skupian  P jak pokazano na rysunku 2.7a.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutu wzgl dem osi OY. Zwroty obu reakcji zak adamy do góry.
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Wtedy:
,0

5
4

5
2 =−+=∑ lRlPlPM BA

sk d:
,

5
6 PRB =

,0∑ =−−−= BAy RPPRP
sk d

.
5
4 PRA =

Znaki dodatnie dowodz , e rzeczywiste zwroty reakcji RA i RB s  poprawnie przyj te.

Rys. 2.7. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.
1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
5
20 1 lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,
25
8

)5/21( PlM lx ==

x1

x2

x3

PP

A B

RB
RA

X

X

X
T x( )

M x( )

+

+

P

l5
2 l5

2 l5
1

P4

P6

Pl8 Pl6

a)

b)

c)
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natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla

.
5
4

)5/201( PT lx ===

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
5
4

5
2

2 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
5
2

22)2( 




 −−= lxPxRM Ax

,
25
8

)5/22( PlM lx ==

,
25
6

)5/42( PlM lx ==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – P,

.
5
1

)5/45/22( PT llx −===

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.
5
4

3 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
5
4

5
2

333)3( 




 −−





 −−= lxPlxPxRM Ax

,
25
6

)5/43( PlM lx ==

M(x3 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x3) = RA – P – P,

.
5

6
)5/43(

PT llx −===
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Zadanie 8
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.8a wyprowadzi  wzory na

si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na
rysunkach 2.8b i 2.8c.

Rys. 2.8. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,00 =⋅+−=∑ lRMM BA
sk d

.0
l

MRB =

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy:

,0=−=∑ BAy RRP
sk d

.0
l

MRA =

a)

b)

c)

x1

x2

A B

RB
RA

2M0

X

X

X

T x( )

M x( )

+

Y

+

l3
1l3

2

M0–

M0

M0
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Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
3
20 1 lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,1)1( xRM Ax =
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,
3

2 0
)3/21(

MM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

,0
)01( l

MT x ==

.0
)3/21( l

MT lx ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
3
2

2 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,02)2( MxRM Ax −=
dla:

,
3

0
)3/22(

MM lx −==

M(x2 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA,

,0
)3/22( l

MT lx ==

.0
)2( l

MT lx ==
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Zadanie 9
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.9a wyprowadzi  wzory na

si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na
rysunkach 2.9b i 2.9c.

Rys. 2.9. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
2

=−⋅=∑ lRlqlM BA

sk d

.
2
qlRB =

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,0 =+−=∑ BAy RqlRP
sk d

.
2
qlRA =

a)

b)

c)

x1

A B

RB
RA

T x( )

M x( )

Y

+

ql 2

ql–

ql

q

+
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Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o-
onym.

Wydzielamy w belce jeden przedzia . Przedzia  ten b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
1

11)1(
xqxxRM Ax ⋅−=

,
2

2
1

11)1(
xqxRM Ax ⋅−=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

,
2 1)1( qxqlT x −=

dla:

,
2)01(
qlT x ==

.
2)1(
qlT lx −==

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój,
w którym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . W celu wyznaczenia warto ci
maksymalnej przyrównujemy si  tn c  do zera.

Poniewa

,0
2 1)1(

1 =−== qxqlT
dx

dM
x

x

st d

.
20
lx =

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.
22

22
1

11)0  1(
qlxqxRM Axx =⋅−==
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Zadanie 0
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB podpartej

oba ko cami przegubowo i obci onej równomiernie roz o onym obci eniem ci g-
ym q w sposób pokazany na rysunku 2.10.

Rys. 2. 0. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Najpierw wyznaczymy warto ci reakcji RA i RB. Reakcja RA  ma kierunek pionowy

poniewa  obci enie q i reakcja RB s  pionowe (podpora A jest sta a, podpora B rucho-
ma). W celu zastosowania równania statystyki do wyznaczania reakcji, trzeba oba ob-
ci enia ci g e q zast pi  ich wypadkowymi, które wobec równomierno ci roz o enia
tych obci e , b d  przechodzi y w rodkach d ugo ci odcinków AC i DB.

Równanie momentów wzgl dem punktu B ma posta :

.
9
2

186
5

3
,0

6363
qlqllqRlqlllqllR AA =−⋅==⋅+






 −−

a)

b)

c)

x1

x2

x3

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

+

Y

+ +

l l l

m

m

q

C

n

n

r

r
D

q

ql9
2 ql9

2

l9
2

l9
7

ql9
1

ql 2

81
2

ql 2

81
2

ql 2

54

ql 2

54
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Równanie rzutów na kierunek pionowy ma posta :

.
9
2,0

33
qlRRqlqlRR ABBA −=−==+−+

Je eli przetniemy belk  w przekroju m–m o odci tej x1, to moment zginaj cy
w tym przekroju wyra a si  nast puj co

,
2

2
1

1)1(
qxxRM Ax −=

odci ta x1 jest w drugiej pot dze, zatem moment zginaj cy zmienia si  wzd u  belki

w przedziale AC parabolicznie, x1 mo e zmienia  warto ci od 0 do 
3
l . Przy:

x1 = 0, M(x1) = 0,

,
31
lx = .

54

2

)1(
qlM x =

Si a tn ca w przekroju m–m

T(x1) = RA – qx1.

Odci ta x1 jest w pierwszej pot dze, zatem si a tn ca zmienia si  wzd u  belki
w przedziale AC liniowo i przy:

,
9
2,0 )1(1 qlTx x ==

,
31
lx = .

9)1(
qlT x −=

Aby wyznaczy  przekrój, w którym moment zginaj cy przybiera warto  maksy-
maln , bierzemy pochodn  momentu zginaj cego wzgl dem odci tej x i przyrównuje-
my j  do zera:

.
9
2,0 11

1 lxxqR
dx
Md

A
x =′=′−=

Po podstawieniu warto ci odci tej x1' do wyra enia na moment zginaj cy otrzyma-
my jego warto  maksymaln :

.
81

2 2

max
qlM =

Nast pnie przetniemy belk  przekroju n–n o odci tej x2. Moment zginaj cy w tym
przekroju

.
63 22)2( 





 −−= lxqlxRM Ax
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Odci ta x2 jest w pierwszej pot dze zatem, moment Mx2 zmienia si  wzd u  belki

w przedziale CD liniowo, x2 mo e przybiera  warto ci od 
3
l

 do 
3
2l

.
Przy:

,
32
lx = ,

54

2

)2(
qlM x =

,
3
2

2
lx = .

54

2

)2(
qlM x −=

Si a tn ca w przekroju n–n

.
93)2(
qlqlRT Ax −=−=

Przecinamy belk  w przekroju r–r o odci tej x3, moment zginaj cy w tym przekro-
ju wygl da nast puj co:

,
2

3
2

63

2

3

33)3(







 −

+




 −−=

lxq
lxqlxRM Ax

x3 mo e przybiera  warto ci od 2l/3 do l. Przy:

,
3
2

3
lx = ,

54

2

)3(
qlM x −=

x3 = l, M(x3) = 0.

Si a tn ca w przekroju r–r wynosi:

,
3
2

3 3)3( 




 −+−= lxqqlRT Ax

przy:

,
3
2

3
lx = ,

9)3(
qlT x −=

,3 lx = .
9
2

)3( qlT x =

Aby wyznaczy  w przedziale DB przekrój, w którym moment zginaj cy przybiera
warto  maksymaln , przyrównujemy si  tn c  Tx3 do zera.

.
9
7,0

2
3
22

3 3

3

)3( lx
lxq

qlRT Ax =′′′=





 −′′′

+−=

Podstawiaj c warto  odci tej x'''3 do wyra enia na moment zginaj cy otrzymamy
jego warto  maksymaln  wynosz c :

.
81

2 2

max
qlM −=
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Zadanie 
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.11a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.11b i 2.11c. P = 180 kN, q = 40 kN/m, M = 40 kNm.

Rys. 2. . Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry. Wtedy

,0)2()(
2

4 =+⋅−+⋅−−⋅⋅=∑ baRbaPMaqM BA

sk d
RB = – 100 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,04 =++⋅−=∑ BAy RPqRP
sk d

RA = 80 kN.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x0

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ +

q

+

–200

– 40

80
– 80 –80

100100
80

a=4m b=2m b=2m

M
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Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 4.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,0
2
1

11)1( =−=
xqxxRM Ax

,0
2

2
1

1)1( =−=
xqxRM Ax

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 4) = 0,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 80 kN,

T(x1 = 4) = – 80 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

4 ≤ x2 ≤ 6.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,)2(4 22)2( MxqxRM Ax −−⋅−=
dla:

M(x2 = 4) = – 40 kNm,

M(x2 = 6) = – 200 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA,

T(x2 = 4) = – 80 kN,

T(x2 = 6) = – 80 kN.
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

6 ≤ x3 ≤ 8 (rozwi zanie od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

),8( 3)3( xRM Bx −=
dla:

M(x3 = 6) = – 200 kNm,

M(x3 = 8) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = – RB,

T(x3 = 6) = 100 kN,

T(x3 = 8) = 100 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój,
w którym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si
w pierwszym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy
si  tn c  pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

,01)1(
1 =−== qxRT

dx
Md

Ax
x

st d
x0 = 2 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm80
2

2
1

1)0  1( =−==
xqxRM Axx

Zadanie 2
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki podpartej prze-

gubowo w punktach A i B i obci onej si  skupion  P oraz równomiernie roz o onym
obci eniem ci g ym 

l
P

q
2

=  w sposób pokazany na rysunku 2.12a.

Rozwi zanie
Na samym pocz tku wyznaczymy warto  reakcji. Reakcja A jest pionowa, ponie-

wa  reakcja B oraz si y obci aj ce belk  s  pionowe.



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

43

Rys. 2. 2. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Równanie momentów wzgl dem punktu B ma posta :

.
2

,0
22

2 PRlPqllR AA ==⋅+−

Równanie rzutów na kierunek pionowy wygl da nast puj co:

.
2
5,0 PRPqlRR BBA ==−−+

Nast pnie przecinamy belk  w przekroju m–m o odci tej x1, si a tn ca w tym prze-
kroju wynosi

T(x1) = RA – qx1,
przy:

,
2

,0 )(1 1

PTx x ==

.
2

3, )1(1
PqlRTlx Ax −=−==

a)

b)

c)

x1

x’1

x’’1

x2

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

+

Y

+ +

l

m

m Cn

n

q

2
P

2
Pl

P2
3

P

l

P
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moment zginaj cy w tym przekroju

,
2

2
1

1)1(
qxxRM Ax −=

x1 mo e przybiera  warto ci od 0 do l przy:

x1 = 0, M(x1) = 0,

.
2

, )1(1
PlMlx x −==

Nast pnie przyrównujemy do zera si  tn c  aby znale  przekrój, w którym mo-
ment zginaj cy ma warto  maksymaln :

,
4

,0 11)1(
l

q
RxxqRT A

Ax ==′=′−=

po czym podstawiamy warto  odci tej x'1 do wyra enia na moment zginaj cy i otrzy-
mujemy

.
16424

2

max
PllqlRM A =






−⋅=

Aby wyznaczy  po o enie punktu przegi cia belki musimy znale  tak  warto
odci tej x''1 przekroju, w którym moment zginaj cy równa si  zeru:

.
2

2,0
2 1

2
1

1)1(
l

q
RxxqxRM A

Ax ==′′=
′′

−′′=

Przecinamy nast pnie belk  w przekroju n–n o odci tej x2, si a tn ca w tym prze-
kroju

.)2( PRqlRT BAx =+−=

Moment zginaj cy w przekroju n–n wynosi

),(
2
5

22
)(

2 222222)2( lxPlxqlxPlxRlxqlxRM BAx −+





 −−=−+






 −−=

x2 mo e przybiera  warto ci od l do 
2
3l

, przy:

,2 lx = ,
2)2(
PlM x −=

,
2
3

2
lx = .0)2( =xM
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Zadanie 3
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB podpartej

obu ko cami przegubowo i obci onej równomiernie roz o onym obci eniem ci -
g ym q oraz si  skupion  ,

3
2

qlP =  jak pokazano na rysunku 2.13a.

Rys. 2. 3. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY.

Obci enie belki w przedziale AB zast pujemy wypadkow , która wobec równo-
mierno ci roz o enia obci enia równa jest ql i przechodzi przez rodek odcinka AB.

Zwroty obu reakcji zak adamy do góry. Wtedy

,0
22

=−+−=∑ lRlqllPM BA

a)

b)

c)

x1

x’1

x2

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

+

Y

+ +

l

q

6
ql

3
ql

3
ql

6
ql

24
ql 2

74
ql 2

P

l

x’1

+
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sk d:

,
6
qlRB =

∑ =+−+= ,0BAy RqlPRP
sk d

.
6
qlRA =

Znaki dodatnie dowodz , e rzeczywiste zwroty reakcji RA i RB s  poprawnie przy-
j te. Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

1)1(
xqxRM Ax −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
24

2

)2/1(
qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – qx1,
dla:

,
6)01(
qlT x ==

.
3)2/1(
qlT lx −==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2 2 lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
22
2

22)2(
xqxlxPxRM Ax −






 −+=

,
22

2
2

2)2(
xqlxPxRM Ax −





 −+=
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dla:

,
24

2

)2/2(
qlM lx −==

M(x2 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – qx2 + P,

,
3)2/2(
qlT lx ==

.
6)2(
qlT lx −==

W zwi zku z tym, e funkcja si y poprzecznej w pierwszym i drugim przedziale
zmienia znak z plusa na minus, dlatego wyst puje w nim ekstremum momentu gn cego.
Aby okre li  przekrój, w którym funkcja Mx2 osi gnie ekstremum, musimy przyrówna
do zera funkcj  Tx1 i Tx2:

T(x1) = RA – qx0 = 0,

T(x2) = RA – qx0 + P = 0.

Z równania tego wynika, e ekstremum wyst pi dla 
61
l

x =  i 
6
5

2
l

x = .
Uwzgl dniaj c warto  x1 w funkcji Mx1 otrzymamy

,
72

2

max1
qlM x =

i x2 w funkcji Mx2 otrzymamy

.
72

2

max2
qlM x =

Zadanie 4
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki wsporniko

wej AD, podpartej przegubowo w punktach A i B, obci onej równomiernie roz o o-
nym obci eniem ci g ym q oraz si  skupion  P = ql (rys. 2.14a).

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY.
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,0
2
52∑ =+−= lqllRPlM BA

sk d:

.
4
7 qlRB =

Rys. 2. 4. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Obci enie belki w przedziale BD zast pujemy wypadkow , która wobec równo-
mierno ci roz o enia obci enia równa jest ql i przechodzi przez rodek odcinka BD.
Zwroty obu reakcji zak adamy, e dzia aj  do góry.

Wtedy

∑ =−+−= ,0qlRPRP BAy

sk d

.
4
1 qlRA =

a)

b)

c)

x1

x2

x3

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

+

Y

+ +

q

ql
4

ql

ql4
3

ql 2

4

ql 2

2

l l l

P
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Znaki dodatnie dowodz , e rzeczywiste zwroty reakcji RA i RB s  poprawnie
przyj te.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
4
1

11)1( qlxxRM Ax ==

dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
4
1 2

)1( qlM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

,
4
1

)1( qlRT Ax ==

dla:

,
4
1

)01( qlT x ==

.
4
1

)1( qlT lx ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

l ≤ x2 ≤ 2l.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :
M(x2) = RAx2 – P(x2 – l),

,
4
1 2

)2( qlM lx ==

,
2
1 2

)22( qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – P,

,
4
3

)2( qlT lx −==

.
4
3

)22( qlT lx −==
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2l ≤ x3 ≤ 3l.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)2()2()2()( 3
3333)3(

lxlxqlxRlxPxRM BAx
−

−−−+−−=

,
2

)2(
)2()(

2
3

333)3(
lx

qlxRlxPxRM BAx
−

−−+−−=

,
2
1 2

)23( qlM lx −==

M(x3 = 3l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x3) = RA – P + RB – q(x3 – 2),

T(x3 = 2l) = ql,

T(x3 = 3l) = 0.

Zadanie 5
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.15a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.15b i 2.15c.

Rys. 2. 5. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x4

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

+

Y

2q
q

–qa2–qa2 5qa2

4–

qa2

2–

qa

qa2,5a

a a a a
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Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
2
32332 =⋅+⋅+⋅⋅−=∑ aqaaRaaqM AB

sk d
RA = qa.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,022 =+++−=∑ BAy RqaRqaP
sk d

RB = – qa.

Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
1

1)1(
xqxM x −=

,
2

2
1

)1(
xqM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
2

2

)1(
qaM ax −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = a) = 0,

T(x1 = a) = – qa.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 2a.
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

),(
2 2
2

2)2( axRxqxM Ax −+−=

),(
2 2

2
2

)2( axRxqM Ax −+−=

dla:

,
2

2

)2(
qaM ax −==

M(x2 = 2a) = – qa2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,2)2( Ax RqxT +−=

T(x2 = a) = 0,

T(x2 = 2a) = – qa.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x3 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)2()2(2)()(2 3
333)3(

axaxqaxRaxqaM Ax
−

−+−+−−=

,
2

)2(2)()(2
2

3
33)3(

axqaxRaxqaM Ax
−

+−+−−=

dla:
M(x3 = 2a) = – qa2,

M(x3 = 3a) = – qa2,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

),2(22 3)3( axqRqaT Ax −++−=

T(x3=2a) = – qa,

T(x3=3a) = qa.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

3a ≤ x4 ≤ 4a.      (rozwi zywane od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

M(x4) = RB(4a – x4),



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

53

dla:
M(x4 = 3a) = – qa2,
M(x4 = 4a) = 0,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:
T(x4) = – RB,

T(x4 = 3a) = qa,

T(x4 = 4a) = qa.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w trzecim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  trze-
ciego przedzia u do zera.

Poniewa

,0)2(22 3)3(
3 =−++−== axqRqaT

dx
Md

Ax
x

st d

.
2
5

0 ax =

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.
4
5

2
)2(

2)()(2 2
2

3
33)    3( 0

qa
ax

qaxRaxqaM Axx −=
−

+−+−−==

Zadanie 6
Poda  wzory na si  poprzeczn  i moment gn cy oraz sporz dzi  na ich podsta-

wie wykresy dla belki podpartej swobodnie i obci onej jak na rysunku 2.16a. Dane:
P = 12 kN, q = 15 kN/m, l = 4 m.

Rozwi zanie
Wyznaczamy reakcje podpór korzystaj c z równa  momentów wzgl dem punktu

A i B:

,0
22

3 2
=−+−=∑

qllRlPM AB

,kN48
22

3 =+= qlPRA

,0
22

2
=+−=∑

PlqllRM BA

.kN24
22

=+−=
qlPRB
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Rys. 2. 6. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

M(x1) = – Px1,

M(x1 = 0) = 0,

,
2)2/1(
lPM lx −==

T(x1) = – P.

a)

b)

c)

x1

x2

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Z

+

l

q
P

l

36 kN/m

24 kN/m12 kN/m

+

x0 = 4,4 m

24 kN/m

19,2 kN/mx’0 = 2,8 m



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

55

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2
3

2 2
lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

2

2

2

2

22)2(






 −

−





 −+−=

lxq
lxRPxM Ax

,
2)2/2(
lPM lx −==

M(x2 = 3/2) = 0,

.
22)2( 






 −−+−=

lxqRPT Ax

Znajdujemy przekrój, w którym moment zginaj cy ma warto  maksymaln .
W tym celu przyrównujemy si  tn c  do zera dla drugiego przedzia u.

,
20)2(

2 




 −−+−== lxqRPT

dx
Md

Ax
x

st d
x0 = 4,4 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi:

,
2

2
2

2

0

00)02(







 −

−




 −+−==

lxq
lxRPxM Axx

Mmax = 19,2 kNm.

Natomiast odci ta, dla której moment gn cy jest równy zeru obliczamy z warunku:

,
2

2
2

2

2

22)2(







 −

−




 −+−=

lxq
lxRPxM Ax

x'0 = 2,8 m.

Zadanie 7
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.17a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.17b i 2.17c.
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Rys. 2. 7. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
6323

 =⋅⋅+⋅−⋅+⋅=∑
llqlqllPlRM AB

sk d

.
36
13 qlRA =

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,0
3

 =




 +−−+=∑

llqPRRP BAy

sk d

.
9

11 qlRB =

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest zgodny z za o onym.

a)

b)

c)

x1

x2

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ +

l

q

4
ql

4
ql

P=

l

36ql13 36ql21

36ql23–

259ql 2169

x0 = 36 l13

36 ql 25–

+
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Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2
1

11)1(
xqxxRM Ax −⋅=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
36
5 2

)1( qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – qx1,
dla:

,
36
13

)01( qlT x ==

.
36
23

)1( qlT lx ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
3
4

2 lxl ≤≤      (rozwi zanie od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

3
4

3
4

3
4

2

22)2(







 −






 −−





 −−=

xl
xlqxlPM x

,
2

3
4

3
4

2

2

2)2(







 −

−




 −−=

xl
qxlPM x

dla:

,
36
5 2

)2( qlM lx −==

M(x2 = 4l/3) = 0,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
3
4

2)2( 





 −+= xlqPT x

,
12
7

)2( qlT lx ==

.
4
1

)3/42( qlT lx ==

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c
pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

,01)1(
1 =−== qxRT

dx
Md

Ax
x

st d
.

36
13

0 lx =

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.
256
169

2
21

11)01( qlxqxxRM Axx =−⋅==

Zadanie 8
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.18a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.18b i 2.18c.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy
,03,06,0122,13 =⋅⋅+⋅⋅−⋅+−⋅=∑ qqPMRM AB

sk d
RA = 4,87 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy
,06,2 =⋅−++=∑ qRPRP RAy

sk d
RB = 23,13 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB s  zgodne z za o onymi.
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Rys. 2. 8. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 1.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 1) = 4,87 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

T(x1 = 0) = 4,87 kN,

T(x1 = 1) = 4,87 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

1 ≤ x2 ≤ 1,8.

a)

b)

c)

x1

x2

x0  = 1,16
x’0  = 2,83

x3

x4

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ ++

q =30 kN/m

+

M=20 kNm

1 m 0,8 m 1,2 m 0,6 m
50 kN

30,87
18

4,87

–19,13

–15,13
–14,7

–5,39

–20,8 –4,95

–5,13

4,87
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

( ) ,
2

1 2
2

)2(
−

−−⋅=
xqMxRM Ax

dla:
M(x2 = 1) = – 15,13 kNm,

M(x2 = 1,8) = –20,8 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – q(x2– 1)2,

T(x2 = 1) = 4,87 kN,

T(x2 = 1,8) = –19,13 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

1,8 ≤ x3 ≤ 3.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

( ) ,
2

1)8,1(
2

3
33)3(

−
−−+−⋅=

xqxPMxRM Ax

dla:
M(x3 = 1,8) = – 20,8 kNm,

M(x3 = 3) = – 5,39 kNm,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – q(x3 – 1) + P,

T(x3 = 1,8) = 30,87 kN,

T(x3 = 3) = – 5,13 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

3 ≤ x4 ≤ 3,6     (rozwi zanie od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

( ) ,
2

)6,3(
2

6,3)6,3(
2

44
4)4(

xqxxqM x
−−=−−−=



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

61

dla:
M(x4 = 3) = – 5,4 kNm,

M(x4 = 3,6) = 0,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = q (3,6 – x4),

T(x4 = 3) = 18 kN,

T(x4 = 3,6) = 0.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w drugim
i trzecim przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si
tn c  drugiego przedzia u do zera.

Poniewa

,0)1( 2)2(
2 =−−== xqRT

dx
Md

Ax
x

st d
x0 = 1,16 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

( ) .kNm7,14
2

1 2
2

)02( −=−−−⋅==
xqMxRM Axx

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego w trzecim przedziale. W celu
wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  trzeciego przedzia u
do zera.

Poniewa

,0)1( 3)3(
3 =+−−== PxqRT

dx
Md

Ax
x

st d

x'0 = 2,83 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

( ) .kNm95,4
2

1)8,1(
2

3
)03( −=

−
−−+−⋅==

xqxPMxRM xAxx
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Zadanie 9
Pozioma belka ABC o d ugo ci 2l (rys. 2.19), spoczywaj ca w rodku d ugo ci na

podporze rolkowej B i na podporze nieruchomej na ko cu C, jest obci ona na cz ci
AB równomiernie roz o onym obci eniem o nat eniu q. Wyprowadzi  wzory i spo-
rz dzi  wykresy dla si  tn cych i momentów gn cych.

Rys. 2. 9. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu C.
Obci enie belki w przedziale AB zast pujemy wypadkow , która wobec równo-

mierno ci roz o enia obci enia równa jest ql i przechodzi przez rodek odcinka AB.
Zwroty obu reakcji zak adamy do góry.

Wtedy

∑ =+





 +−= ,0

2
lRllqlM BC

sk d
.

2
3 qlRB =

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RB jest taki, jak za o ono.

a)

b)

c)

d)

x1
x2

T x( )

M x( )

+

A B C X

X

X

X

Y

Y

q

RB RC

l l

A B C

q
l l

ql1

–ql

ql 2
– 2
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,0
2

∑ =−−= lRlqlM CB

sk d
.

2
1 qlRC −=

Znak ujemny dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RC jest przeciwny do za o-
onego.

Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
22

2
11

1)1(
xqxqxM x −=−=

M(x1 = 0) = 0,

,
2

2

)1(
qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

T(x1) = – qx1,

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = l) = – ql.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

l ≤ x2 ≤ 2l.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),(
2 22)2( lxRlxqlM Bx −+






 −−=

czyli:

,
2
1

2
2

)2( qlxqlM x +−=

,
2

2

)2(
qlM lx −==

M(x2 = 2l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u

.
22

3
)2(

qlqlqlRqlT Bx =+−=+−=
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Zadanie 20
Dla belki obci onej jak na rysunku 2.20a wyprowadzi  wzory na si y tn ce i mo-

menty gn ce, i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na rysunkach 2.20b
i 2.20c.

Rys. 2.20. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  Y. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy
,0624242 =⋅+⋅−⋅+⋅−=∑ PRqPM BA

sk d
RB = 41 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  Y otrzymamy

∑ =−+−+= ,024 PRqRPP BAy
sk d

RA = 29 kN.
Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest zgodny z za o onym.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ +

q= 13 kN/m
P= 6 kN

6

29

12

2P

2 m 2 m4 m

+

1223

x0 = 3,77 m

24

8,5
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Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 2.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = – Px1,

dla:

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 2) = – 12 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – P,

dla:

T(x1 = 0) = – 6 kN,

T(x1 = 2) = – 6 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

2 ≤ x2 ≤ 6.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

)2()2()2( 2
222)2(

−
⋅−−−+−=

xxqxRPxM Ax

dla:

M(x2 = 2) = – 12 kNm,

M(x2 = 6) = – 24 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – P + RA – q(x2 – 2),

T(x2 = 2) = 23 kN,

T(x2 = 6) = – 29 kN.
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

6 ≤ x3 ≤ 8.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

M(x3) = – P + RA – 4q(x3 – 2) + RB(x3 – 6),
dla:

M(x3 = 6) = – 24 kNm,

M(x3 = 8) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u

T(x3) = – P + RA – 4q + RB,
dla:

T(x3 = 6) = 12 kN,

T(x3 = 8) = 12 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  dru-
giego przedzia u do zera.

Poniewa

,0)2( 2)2(
2 =+−−−== Ax

x RPxqT
dx
Md

st d
x0 = 3,77 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm35,8
2

)2()2()2( 2
222)02( =

−
⋅−−−+−==

xxqxRPxM Axx

Zadanie 2
Dla belki obci onej jak na rysunku 2.21a wyprowadzi  wzory na si y tn ce i mo-

menty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na rysunkach 2.21b
i 2.21c.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.
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Wtedy

,012244  210 =⋅+⋅−⋅+=∑ qqRMM AB

sk d

RB = – RA + 10,4 = 81 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

∑ =⋅−+−= ,024 21 qRqRP BAy

sk d

RA = 23 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest zgodny z za o onym.

Rys. 2.2 . Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

x1

x2

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q =1 18 kN/m
q =2 16 kN/m

+

32

4m 2 m

+

32 49

34,7

23

1,275 m

M0= 20 kNm

20
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Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 4.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

 
2
1

110)1(
xqxRMM Ax −+=

dla:
M(x1 = 0) = 20 kNm,

M(x1 = 4) = – 32 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – q1x1,
dla:

T(x1 = 0) = 23 kN,

T(x1 = 4) = – 49 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

4 ≤ x2 ≤ 6.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)4()4(

)4()2(4

2
22

22120)2(

−−−

−−+−⋅−⋅+=

xxq

xRxqxRMM BAx

,
2

)4()4()2(4
2

2
222120)2(

−
−−+−⋅−⋅+=

xqxRxqxRMM BAx

dla:
M(x2 = 4) = – 32 kNm,

M(x2 = 6) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – 4q1 + RB – q2(x2 – 4),

T(x2 = 4) = 32 kN,

T(x2 = 6) = 0.
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Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c
pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

,011)1(
1 =−== xqRT

dx
Md

Ax
x

st d
x0 = 1,277 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm7,34
2

2
1

110)01( =−+==
xqxRMM Axx

Zadanie 22
Dla belki obci onej obci eniem ci g ym jak na rysunku 2.22a, wyprowadzi

wzory na si y tn ce i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.22b i 2.22c.

Rys. 2.22. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x4

A C

RCRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+
+

q=6 kN/m
P=50 kN

+ 16

1212

31

12
25

25

31

12

2 m 1 m 1 m 2 m
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Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu C, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie C korzystamy
z sumy rzutów si  na o  Y. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0242112 =⋅+⋅−⋅+⋅−=∑ qRPqM CA

sk d
RC = 43 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  Y otrzymamy

,06∑ =−+−= qRPRP CAy

sk d
RA = 43 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RC jest zgodny z za o-
onym.

Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 2.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
xqM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 2) = – 12 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = 2) = – 12 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

2 ≤ x2 ≤ 3.
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),2(
2 2

2
2

)2( −+−= xRqxM Ax

dla:
M(x2 = 2) = – 12 kNm,

M(x2 = 3) = 16 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – qx2 + RA,

T(x2 = 2) = 31 kN,

T(x2 = 3) = 25 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

3 ≤ x3 ≤ 4.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

),3()2(
2 33

3
2

)3( −−−+−= xPxRqxM Ax

dla:
M(x3 = 3) = 16 kNm,

M(x3 = 4) = – 12 kNm,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = – qx3 + RA – P,

T(x3 = 3) = – 25 kN,

T(x3 = 4) = – 31 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

4 ≤ x4 ≤ 6.

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

),4()3()2(
2 444

4
2

)4( −+−−−+−= xRxPxRqxM CAx

dla:
M(x4 = 4) = – 12 kNm,

M(x4 = 6) = 0,
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natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = – qx4 + RA – P + RC,

T(x4 = 4) = 12 kN,

T(x4 = 6) = 0.

Zadanie 23
Wykona  wykresy si  poprzecznych i momentów gn cych dla belki obci onej jak

na rysunku 2.23a.

Rys. 2.23. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutów si  na o  Y. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

a)

b)

c)

x1

x3

x2

A B C

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+
+

q1= 20 kN/m
q2 =5 kN/mP1 = 60 kN P2 =80 kN

1,2 m

4 m 1,8 m

44
20

40

89
80

96

+38,4

l
2

152,1
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Wtedy
,08,59,48,14242,1  2211 =⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅=∑ PqRqPM BA

sk d
RB = 185 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  Y otrzymamy:

,08,14  2211∑ =−−+−−= PqRqPRP BAy

RA = 44 kN.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 1,2.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
22

1  
2
1

1111)1(
qxxRxqxxRM AAx −=−=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 1,2) = 38,4 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 44 kN,

T(x1 = 1,2) = 20 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

1,2 ≤ x2 ≤ 4.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),2,1(
2 2

2

12)2( −−−= xPxqxRM Ax

dla:
M(x2 = 1,2) = 38 kNm,

M(x2 = 4) = – 152 kNm,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:
T(x2) = RA – q1x2 – P,

T(x2 = 1,2) = – 40 kN,

T(x2 = 4) = – 96 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

4 ≤ x3 ≤ 5,8.
Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

4)4(

)2,1()4()2(

3
32

33313)3(

−
−−

−−−−+−−=

xxq

xPxRxlqxRM BAx

,
2

)4(

)2,1()4()2(
2

3
2

33313)3(

−
−

−−−−+−−=

xq

xPxRxlqxRM BAx

dla:
M(x3 = 4) = – 152 kNm,

M(x3 = 5,8) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – ql + RB – q2(x3 – 4) – P,

T(x3 = 4) = 89 kN,

T(x3 = 5,8) = 80 kN.

Zadanie 24
Dla belki przedstawionej na rysunku 2.24a opartej na podporach A i B, która jest

obci ona równomiernie roz o onym obci eniem ci g ym q i q1 = 2q oraz si  skupio-
n  P = 2qa sporz dzi  wykres momentów gn cych i si  tn cych.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  Y. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
2
52

2 1 =⋅⋅+⋅−⋅+⋅−=∑ aaqaRaPaqaM BA

sk d
RB = 3,25qa.
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Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  Y otrzymamy

,01∑ =−++−−= aqRRPqaP BAy
sk d

RA = 1,75qa.
Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RC jest zgodny z za o onym.

Rys. 2.24. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.
Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
xqM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
2

2

)  1(
qaM ax −==

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x4

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ +

q1

q

+

a a a a

2qa

–1,25 qa

–qa2

0,25 qa
2

qa
2

2–

P

0,75 qa

–qa



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

76

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = a) = – qa.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),(
2 22)2( axRaxqaM Ax −+






 −−=

dla:

,
2

2

)2(
qaM ax −==

M(x2 = 2a) = 0,25qa2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – qa + RA,

T(x2 = a = 2a) = 0,75qa.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x3 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

),2()(
2 333)3( axPaxRaxqaM Ax −−−+





 −−=

dla:
M(x3 = 2a) = 0,25qa2,

M(x3 = 3a) = – qa2,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = – qa + RA – P,

T(x3 = 2a = 3a) = – 1,25qa.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

3a ≤ x4 ≤ 4a.
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Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)3()3(

)3()2()(
2

4
41

4444)4(

axaxq

axRaxPaxRaxqaM BAx

−−−

−−+−−−+





 −−=

M(x4 = 3a) = – qa2,

M(x4 = 4a) = 0,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = – qa + RA – P + RB – 2q(x4 – 3a),

T(x4 = 3a) = 2qa,

T(x4 = 4a) = 0.

Zadanie 25
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB podpartej

obu ko cami przegubowo i obci onej równomiernie roz o onym obci eniem ci -
g ym q i momentem zginaj cym M = ql2 w sposób pokazany na rysunku 2.25a.

Rys. 2.25. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

Y

A C B

RB
RA

T x( )

M x( )

X

X

X

x1

x2

x2=2,8 l

ql 2

0,8 ql 2

2,43 ql 2

+

+

1,8 ql

2,2 ql

l 4l

M

q
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Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Obci enie belki w przedziale BC zast pujemy wypadko-
w , która wobec równomierno ci roz o enia obci enia równa jest 4ql i przechodzi
przez rodek odcinka BC. Zwroty obu reakcji zak adamy do góry.

Wtedy
∑MA = – M + 4ql3l – 5lRB l = 0,

sk d:
RB = 2,2ql,

∑Py = RA – 4ql + RB = 0,
sk d

RA = 4ql – RB = 1,8ql.

Znaki dodatnie dowodz , e rzeczywiste zwroty reakcji RA i RB s  poprawnie
przyj te.

Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1 = 1,8qlx1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = l) = 1,8ql,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

T(x1 = 0) = 1,8ql,

T(x1 = l) = 1,8ql.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

l ≤ x2 ≤ 5l.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

)()( 2
22)2(

lxlxqMxRM Ax
−

−−−=
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czyli:

,
2

)(8,1  
2

22
2)2(

lxqqlqlxM x
−

−−=

M(x2 = l) = 0,8ql2,

M(x2 = 5l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = 1,8ql – q(x2 – l),

T(x2 = l) = 1,8ql,

T(x2 = 5l) = – 2,2ql.

W zwi zku z tym, e funkcja si y poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak
musi wyst pi  w nim ekstremum momentu gn cego. A zatem, aby okre li  przekrój,
w którym funkcja Mx2 osi gnie ekstremum, musimy przyrówna  do zera funkcj  Tx2

T(x2) = 1,8ql – q(x2 – l) = 0.

Z równania tego wynika, e ekstremum wyst pi dla x2 = 2,8l. Uwzgl dniaj c t
warto  w funkcji Mx2 otrzymamy

Mx2 max = 2,42ql2.

Zadanie 26
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki podpartej prze-

gubowo obu ko cami i obci onej równomiernie roz o onym obci eniem ci g ym q

oraz dwoma momentami zginaj cymi 
12

2ql
M =  (rys. 2.26).

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Obci enie belki w przedziale AB zast pujemy wypadko-
w , która wobec równomierno ci roz o enia obci enia równa jest ql i przechodzi
przez rodek odcinka AB. Zwroty obu reakcji zak adamy, e s  skierowane do góry.

Wtedy

,0
2

∑ =−++−= lRMlqlMM BA

sk d:

,
2

qlRB =

∑Py = RA + RB – ql = 0,
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sk d

.
22
qlqlqlRA =+−=

Znaki dodatnie dowodz , e rzeczywiste zwroty reakcji RA i RB s  poprawnie
przyj te.

Rys. 2.26. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce jeden przedzia . Przedzia  ten b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
1

11)1(
xqxxRMM Ax −+−=

,
2

2
1

1)1(
xqxRMM Ax −+−=

a)

b)

c)

x1

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q

2
ql

2
ql

2
l

12
ql 2

24
ql 2

l

+0,21 l

M

M

M

M
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dla:
,

12

2

)0  1(
qlM x −==

,
12

2

)  1(
qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla tego przedzia u

T(x1) = RA – qx1,
dla:

,
2)0  1(
qlT x ==

.
2)1(
qlT lx −==

W zwi zku z tym, e funkcja si y poprzecznej zmienia znak musi wyst pi  w nim
ekstremum momentu gn cego. A zatem aby okre li  przekrój, w którym funkcja Mx1
osi gnie ekstremum, musimy przyrówna  do zera funkcj  Tx1

T(x1) = RA – qx1 = 0.

Z równania tego wynika, e ekstremum wyst pi dla x1 = 0,5l. Uwzgl dniaj c t
warto  w funkcji Mx1 otrzymamy

.
24

  
2

max1
qlM x =

Zadanie 27
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki podpartej obu

ko cami przegubowo i obci onej wzd u  ca ej swej d ugo ci równomiernie roz o-
onym obci eniem ci g ym q (rys. 2.27), za  w rodku d ugo ci belki momentem zgi-

naj cym .
8

2ql
M =

Rozwi zanie
Wyznaczamy warto  reakcji. Reakcja RA jest pionowa, poniewa  reakcja RB oraz

obci enie ci g e s  pionowe. Równanie momentów wzgl dem punktu B przedstawia
si  nast puj co:

.
8

3  ,0
2

2 qlRMqllR AA ==+−

Równanie rzutów na kierunek pionowy ma posta :

.
8

5, qlRqlRR BBA ==+
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Rys. 2.27. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Nast pnie przecinamy belk  w przekroju m–m o odci tej x1. Si a tn ca w przekro-
ju m–m

T(x1) = RA – qx1,
przy:

,01 =x ,
8
3

)1( qlT x =

,
21
lx = .

82)1(
qlqlRT Ax −=−=

Moment zginaj cy w przekroju m–m

,
2

2
1

1)1(
qxxRM Ax −=

x1 mo e przybiera  warto ci od 0 do 
2
l , i tak dla:

x1 = 0, M(x1) = 0,

,
21
lx = .

16

2

)1(
qlM x =

a)

b)

c)

x1

x1  ’ = 3/8 l

0,0703 ql 2

x2

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q

ql

3ql

5ql

2
l

0,125 ql 2

0,0625 ql 2

l

M

m

m n

n

+
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Wyznaczamy przekrój, w którym moment zginaj cy ma warto  maksymaln  i w tym
celu przyrównujemy do zera si  tn c :

.
8
3,0

2
2

1
1

)1( lxxqRT Ax =′=
′

−=

Podstawiaj c warto  x'1 do wyra enia na moment zginaj cy otrzymamy:

.
128
9 2

max
qlM =

Przecinamy belk  w przekroju n–n o odci tej x2.
Si a tn ca w tym przekroju:

,
8

3
22)2( qxqlqxRT Ax −=−=

przy:

,
22
lx = ,

8)2(
qlT x −=

,
8

5, )2(2
qlTlx x −==

moment zginaj cy w przekroju n–n

,
828

3
2

22
22

2
2

2)2(
qlqxqlxMqxxRM Ax +−=+−=

x2 mo e przybiera  warto ci od l/2 do l przy:

,
22
lx = ,

16
3 2

)2(
qlM x =

x2 = l, M(x2) = 0.

Aby znale  przekrój, w którym moment zginaj cy ma warto  maksymaln  przy-
równamy do zera si  tn c :

.
8
3,0

8
3

22)2( lxxqqlT x =′=′−=

W przedziale CB moment zginaj cy nie posiada maksimum poniewa  x2 nie mo e

by  mniejsze od 
2
l

.
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Zadanie 28
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki wspornikowej

podpartej przegubowo w punktach A i B i obci onej momentem zginaj cym M oraz
równomiernie roz o onym obci eniem ci g ym q, jak pokazano na rysunku 2.28a.

Zale no  mi dzy M i q wynosi .2lq
M =

Rys. 2.28. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY.

Obci enie belki w przedziale BC zast pujemy wypadkow , która wobec równo-

mierno ci roz o enia obci enia równa jest 
2
l

q  i przechodzi przez rodek odcinka BC.
Zwroty obu reakcji zak adamy do góry.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

A B C

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

+

q

3
l

2
l

M

ql3

ql 2

ql 217

ql 27

ql7

3 l2
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Wtedy

,0
4
5

2
∑ =+−−= llqlRMM BA

sk d:

,
8
3 qlRB =

,0
2

∑ =−+=
lqRRP BAy

sk d

.
8
7 qlRA =

Znaki dodatnie dowodz , e rzeczywiste zwroty reakcji RA i RB s  poprawnie
przyj te.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
3

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,
24
7 2

)3/1( qlM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

,
8
7

)01( qlT x ==

.
8
7

)3/  1( qlT lx ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
3 2 lxl

≤≤
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :
M(x2) = RA x2 – M,

,
24
17 2

)3/2( qlM lx −==

,
8
1 2

)2( qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA,

,
8
7

)3/2( qlT lx ==

.
8
7

)2( qlT lx ==

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.
2
3

3 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)()()( 3
333)3(

lxlxqlxRMxRM BAx
−

−−−+−=

,
2

)()(
2

3
33)3(

lxqlxRMxRM BAx
−

−−+−=

,
8
1 2

)3( qlM lx −==

M(x3 =3l/2) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA + RB – q(x3 – l),

,
2
1

)3( qlT lx ==

T(x2=3l/2) = 0.

Zadanie 29
Na belk  podpart  w punktach A i B dzia a obci enie ci g e q oraz si a skupio-

na .
2
ql

F =  Sporz dzi  wykres momentów gn cych i si  tn cych (rys. 2.29).
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Rys. 2.29. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy:
,0

3
2

3
2

2
1

3
2

84
=−+⋅⋅+⋅−=∑ lRlFllqllqM BA

,0
6
2

18
4

32
1

=−++−=∑ lRqlqllqM BA

sk d
RB = 0,5243ql.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy:

,0
3
2

4
1 =++−





 +−=∑ BAy RRFllqP

,05243,0
2
1

12
11

=++−−=∑ Ay RqllqP
sk d

RA = 0,8924ql.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

A BC D

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

+

q

3
l

4
l

0,1748 ql 2

0,0312 ql 2

0,1751 ql 2

0,6424 ql

0,25 ql

l

F

0,5206 ql 0,5243 ql

x  l0 = 0,8924
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Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o-
onym.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
4

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
22

2
11

1)1(
xqxqxM x −=−=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = l/4) = – 0,0312ql2,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla

.
4
1

)4/01( qlT lx −===

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
12
11

4 2 lxl
≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
4
18924,0

24
1

2 2

2
2

2

2
2

)2( 




 −+−=





 −+−= lxqlxqlxRxqM Ax

M(x2 = l/4) = – 0,0312ql2,

M(x2 = 11l/12) = 0,1748ql2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – qx2 + RB,

T(x2 = l/4) = 0,6424ql,

T(x2 = 11l/12) = – 0,0243ql.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.
4
5

12
11

3 lxl ≤≤
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Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
12
11

4
1

24
11

12
11

333)3( 




 −−





 −+





 −−= lxFlxRlxlqM Ax

,
12
115,0

4
18924,0

24
11

12
11

3

33)3(






 −−

−




 −+





 −−=

lxql

lxqllxlqM x

M(x3 = 11l/12) = – 0,1748ql2,

M(x3 = 5l/4) = 0,1667ql2,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

,5,08924,0
12
11

12
11

)3( qlqlqlFRlqM Ax −+−=−+−=

T(x3 = 11l/12 = 5l/4) = – 0,5243ql.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  dru-
giego przedzia u do zera.

Poniewa

,02)2(
2 =+−== Bx

x RqxT
dx
Md

st d
x0 = 0,8924l.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi:

,
4
18924,0

24
1

2 2

2
2

2

2
2

)02( 




 −+−=





 −+−== lxqlxqlxRxqM Axx

.1751,0 2
)02( qlM xx ==

Zadanie 30
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki wspornikowej

podpartej przegubowo w punktach B i C obci onej równomiernie roz o onym obci -

eniem ci g ym q oraz par  si  o momencie zginaj cym 
2

2ql
M =  (rys. 2.30).
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Rozwi zanie
Wyznaczamy reakcje podpór uk adaj c równanie momentów wzgl dem punktu C

,0
3363

∑ =++




 +−= MlRllqlM BC

.3
26

22
ql

l
qlqlRB −=










−=

Rys. 2.30. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rzutuj c si y na o  y otrzymamy:

,0
3

∑ =−+=
lqRRP CBy

.
3
4

33
qlqllqRlqR BC =+=−=

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
3

0 1
lx ≤≤

a)

b)

c)

ql

M
x1

x2

x3

CBA D

RB RC

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

q

3
l

3
l

3
l

ql 2

ql 2

ql4
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Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

2
1

)1(
qxM x −=

M(x1 = 0) = 0,

,
18

2

)3/1(
qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

T(x1) = – qx1,

T(x1 = 0) = 0,

.
3)3/1(
lqT lx −==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
3
2

3 2
lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
363 22)2( 






 −+






 −−=

lxRlxlqM Bx

,
1833633

2

)3/2(
qlllqllllqM lx −=





 −−





 −−==

,
233

2
63

2
3

2

)3/22(
qlllqllllqM lx −=





 −−





 −−==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
3
4

33)2( qlqllqRlqT Bx −=−−=+−=

,
3
4

)3/2( qlT lx −==

.
3
4

)3/22( qlT lx −==
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.
3
2

3 lxl
≤≤

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
3
2

3
4

363

3
2

363

333

333)3(






 −+





 −+





 −−=

=




 −+





 −+





 −−=

lxqllxqllxlq

lxRlxRlxlqM CBx

,
2

2

)3/23(
qlM lx −==

,
2

2

)3(
qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u wynosi

.0
3
4

33)3( =+−−=++−= qlqllqRRlqT CBx

Zadanie 3
Wykona  wykresy si  tn cych i momentów gn cych dla belki przedstawionej na

rysunku numer 2.31a.

Rys. 2.3 . Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

x1

x2

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q

2 qa 2

+

3 qa4

qa2
3
2 qa2

9
8

3 qa23 qa8

3 a5

P qa= 2 

P qa= 2 

a 2a

M qa= 2 2
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Rozwi zanie
Najpierw wyznaczamy reakcje w punktach podparcia RA i RB z warunków równo-

wagi wszystkich si  zewn trznych, dzia aj cych na belk .

∑MA = – M + Pa + 4qa2 – RB3a = 0,

,
3
4 qaRB =

∑MB = – M – P2a – 2qa2 + RA3a = 0,

.
3
8 qaRA =

W belce wyodr bnimy dwa przedzia y zmienno ci si  poprzecznych i momentów
zginaj cych.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.
Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
3
82 1

2
1)1( qaxqaxRMM Ax +−=+−=

M(x1 = 0) = – 2qa2,

,
3
2 2

)1( qaM ax ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

,
3
8

)1( qaRT Ax ==

,
3
8

)01( qaT x ==

.
3
8

)1( qaT ax ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,)(
2
1)( 2

222)2( axqaxPxRMM Ax −−−−+−=

,
3
2 2

)2( qaM ax ==

M(x2 = 3a) = 0,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

),(
3
2)( 22)2( axqqaaxqPRT Ax −−=−−−=

,
3
2

)2( qaT ax ==

.
3
4

)32( qaT ax −==

W zwi zku z tym, e funkcja si y poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak,
musi wyst pi  w nim ekstremum momentu gn cego. A zatem, aby okre li  przekrój,
w którym funkcja Mx2 osi gnie ekstremum, musimy przyrówna  do zera funkcj  Tx2

.0)(
3
2

2)2( =−−= axqqaT x

Z równania tego wynika, e ekstremum wyst pi dla .
3
5

2 ax =  Uwzgl dniaj c t  war-
to  w funkcji Mx2 otrzymamy

.
9
8 2

max qalM =

Zadanie 32
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.32a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.32b i 2.32c. Dane: M1 = 2qa2, M2 = qa2.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy
,0434 21∑ =−⋅−⋅⋅+−= MaRaaqMM BA

sk d

.
4
9 qaRB =

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,04∑ =+−= BAy RqaRP
sk d

.
4
7 qaRA =

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o-
onym.
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Rys. 2.32. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,1)1( xRMM Ax ⋅+−=
dla:

M(x1 = 0) = – 2qa2,

,
4
1 2

)1( qaM ax −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

,
4
7

)01( qaT x ==

.
4
7

)1( qaT ax ==

a)

b)

c)

x1

x2

x3

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q

– 2 qa 2

+

–qa

qa 2

2
qa 2

4 qa7
4 qa5

a 3a a

M  1 M  2

qa 2

4–
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2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 4a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)()( 2
22)2(

axaxqxRMM Ax
−

−−⋅+−=

2
)( 2

2
2)2(

axqxRMM Ax
−

−⋅+−=

dla:

,
4
1 2

)2( qaM ax −==

,2
)42( qaM ax ==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

),( 2)2( axqRT Ax −−=

,
4
7

)2( qaT ax ==

.
4
5

)42( qaT ax −==

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

4a ≤ x3 ≤ 5a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)5()5( 3
32)3(

xaxaqMM x
−

−−=

,
2

)5( 2
3

2)3(
xa

qMM x
−

−=

dla:

,
2
1 2

)43( qaM ax ==

M(x3 = 5a) = qa2,
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natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:
T(x3) = –q(5a – x3),

T(x3 = 4a) = – qa,

T(x3 = 5a) = 0.

Zadanie 33
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.33a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.33b i 2.33c.

Rys. 2.33. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy
,025,35,035,212,1 =+⋅⋅+⋅−⋅⋅+⋅=∑ MqRqPM BA

sk d
RB = 60,8 kN.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x4

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

++

q=20 kN/m

P = 50 kN

+

1,2 m 0,8 m 1 m 0,5 m

19,2

–30,8

23,4 –50,8

–1,6

– 42,5

10

– 40

M = 40 kNm
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Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,05,1  =+⋅−−=∑ BAy RqPRP
sk d

RA = 19,2 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o-
onym.

Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 1,2.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,1)1( xRM Ax ⋅=
dla:

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 1,2) = 23,04 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

T(x1 = 0) = 19,2 kN,

T(x1 = 1,2) = 19,2 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

1,2 ≤ x2 ≤ 2.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),2,1( 22)2( −−= xPxRM Ax

dla:
M(x2 = 1,2) = 23,04 kNm,

M(x2 = 2) = – 1,6 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – P,

T(x2 = 1,2) = – 30,8 kN,

T(x2 = 2) = – 30,8 kN.
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2 ≤ x3 ≤ 3.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)2()2()2,1( 3
333)3(

−
−−−−=

xxqxPxRM Ax

,
2

)2()2,1(
2

3
33)3(

−
−−−=

xqxPxRM Ax

dla:
M(x3 = 2) = – 1,6 kNm,

M(x3 = 3) = – 42,4 kNm,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – P – q(x3– 2),

T(x3 = 2) = – 30,8 kN,

T(x3 = 3) = – 50,8 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

3 ≤ x4 ≤ 3,5.

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta :

),3(
2

)2()2()2,1( 4
4

444)4( −+
−

−−−−= xRxxqxPxRM BAx

),3(
2

)2()2,1( 4

2
4

44)4( −+
−

−−−= xRxqxPxRM BAx

dla:
M(x4 = 3) = – 42,4 kNm,

M(x4 = 3,5) = – 39,9 kNm,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = RA – P – q(x4 – 2) + RB,

T(x4 = 3) = 10 kN,

T(x4 = 3,5) = 0.
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Zadanie 34
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.34a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.34b i 2.34c. P = 80 kN, q = 50 kN/m, M = 30 kNm.

Rys. 2.34. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzysta-
my z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0475,05,15,14,08,0 =⋅−−⋅⋅+⋅+⋅⋅−=∑ BA RMqPqM

sk d

RB = 32,56 kN.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x4

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q
P 

0,8 m 1,5 m 2 m 0,5 m

M

+

–16

111,44

46,22

16,25

47,44

–32,56
– 40

122,44



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

101

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,03,2  =+−⋅−=∑ BAy RPqRP
sk d

RA = 162,44 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest zgodny z za o onym.
Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 0,8.
Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
xqM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 0,8) = – 16 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = 0,8) = – 40 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

0,8 ≤ x2 ≤ 2,3.
Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),8,0(
2 2

2
2

)2( −+−= xRxqM Ax

dla:
M(x2 = 0,8) = – 16 kNm,

M(x2 = 2,3) = 111,41 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = –qx2 + RA,

T(x2 = 0,8) = 122,44 kN,

T(x2 = 2,3) = 47,44 kN.
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2,3 ≤ x3 ≤ 4,3.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

),3,2()8,0()15,1(3,2 333)3( −−−+−⋅−= xPxRxqM Ax

dla:
M(x3 = 2,3) = 111,41 kNm,

M(x3 = 4,3) = 46,29 kNm,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = –2,3q + RA – P,

T(x3 = 2,3) = – 32,56 kN,

T(x3 = 4,3) = – 32,56 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

4,3 ≤ x4 ≤ 4,8.    (rozwi zanie od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

),8,4( 4)4( xRM Bx −=

dla:
M(x4 = 4,3) = 16,28 kNm,

M(x4 = 4,8) = 0,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = –RB,

T(x4 = 4,3) = – 32,56 kN,

T(x4 = 4,8) = – 32,56 kN.

Zadanie 35
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.35a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.35b i 2.35c.
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Rys. 2.35. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
4
5

242 201 =⋅+−⋅+−⋅−=∑ lPlRllqMllqM BA

sk d
RB = 85 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,02
2

=−+−+−=∑ PRqlRlqP BAy

sk d
RA = – RB + 160 = 75 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest zgodny z za o onym.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x4

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

+

q =2 25 kN/m
P = 35 kN

+

M0 =10 kNm

q =1 125 kN/m

50

25

25

25

35

50

35

l
2

l
2 l

4l = 4 m
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Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
xqM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = l/2) = – 25 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – q1x1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = l/2) = – 25 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2 2 lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
)2()1(

2

2

2

2221)2(






 −

−−+−−=

lx
qxRxlqM Ax

dla:
M(x2 = l/2) = – 25 kNm,

M(x2 = l) = 25 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
22 22

1
)2( 






 −−+−=

lxqRlqT Ax

T(x2 = l/2) = 50 kN,

T(x2 = l) = 0.
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.
2
3

3 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
)2()1(

2

2

3

2331)3( M

lx
qxRxlqM Ax −






 −

−−+−−=

dla:
M(x3 = l) = 15 kNm,

M(x3 = 3l/2) = – 35 kNm,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

,
22 32

1
)3( 






 −−+−=

lxqRlqT Ax

T(x3 = l) = 0,

T(x3 = 3l/2) = – 50 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

.
4
7

2
3

4
lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

),6(

)4()2()1(
2

4

42441)4(

−+−

−−−−+−−=

xRM

xlqxRxlqM

B

Ax

dla:
M(x4 = 3l/2) = – 35 kNm,

M(x4 = 7l/4) = 0,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

,
2 2
1

)4( BAx RlqRlqT +−+−=

T(x4 = 3l/2) = 35 kN,

T(x4 = 7l/4) = 35 kN.
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Zadanie 36
Belka o d ugo ci l = 4 m podparta przegubowo oboma ko cami na podporach A i B

jest obci ona równomiernie roz o onym obci eniem ci g ym q = 10 kN/m oraz mo-
mentem zginaj cym M = 25 kNm. Sporz dzi  wykres momentów gn cych i si  tn cych
dla belki przedstawionej na rysunku 2.36a.

Rys. 2.36. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy momentów wzgl dem punktu B. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s
do góry.

Wtedy

,0
4
3

2
  =⋅−+⋅=∑ lqlMlRM AB

sk d
RA = 8,75 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,0
42

=⋅++⋅−=∑
lqlMlRM BA

sk d
RB = 11,250 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o onym.

a)

b)

c)

x1

x2

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ +

q

2
l

2
l

M

+ +

13,75

2,50,875

8,75

3,828 13,75

–2,5
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Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

1)1(
xqxRM Ax −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = l/2) = – 2,5 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = RA = 8,75 kN,

T(x1 = l/2) = – 11,25 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

l/2 ≤ x2 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
42

  22)2( MlxqlxRM Ax +





 −−⋅=

dla:
M(x2 = l/2) = 13,75 kNm,

M(x2 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
2)2( MqlRT Ax +−=

T(x2 = l/2 = l) = 13,75 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment taki znajduje si  w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c
pierwszego przedzia u do zera.
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Poniewa

,01)1(
1 =−== qxRT

dx
Md

Ax
x

st d
x1 = 0,875 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm828,3
2

2
1

1)01( =−==
xqxRM Axx

Zadanie 37
Wykona  wykresy si  poprzecznych i momentów zginaj cych dla belki podpartej

swobodnie obu ko cami i obci onej obci eniem ci g ym zmieniaj cym si  liniowo
od zera na podporze A do warto ci q na podporze B. Belk  przedstawia rysunek 2.37a.

Rys. 2.37. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Si y roz o one w sposób ci g y zast pujemy wypadkow  F przechodz c  przez

rodek trójk ta ABC.

.
2
1 qlF =

a)

b)

c)

x

A E FFx B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q

3
l

l

+

C
D

ql1

ql1

ql 21
9

l

2 x3
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Nast pnie wyznaczamy reakcje podpór A i B

,0
3
2

2
1

=−=∑ lqllRM AB

sk d:
,

6
1 qlRA =

,0
3
2

2
1

=−=∑ lqllRM BA

sk d

.
3
1 qlRB =

W dowolnej odleg o ci x od lewej podpory A nat enie obci enia ci g ego wyno-
si 

l
xq

q x
⋅

=)(  st d si y roz o one na d ugo ci x mo emy zast pi  wypadkow  F(x) prze-

chodz c  przez rodek ci ko ci trójk ta AED

,
2
1)( )( xqxF x ⋅⋅=

dla przekroju o odci tej x moment gn cy wyrazi si  w postaci równania

,
6
1

6
1  

3
1  

3

)()( l
qxqlxxFxRM xAx −=−=

natomiast si a poprzeczna

.
2
1

6
1    

2

)()( l
qxqlFRT xAx −=−=

Maksymalny moment gn cy wyst pi w przekroju, dla którego:

,0)(
)( == x

x T
dx

Md

,0
2
1

6
1 2

=−
l

qxql

st d wyliczamy

.
30
lx =

Natomiast gdy x = x0, moment maksymalny wynosi

.3
9
1

6
1

6
1 2

3

0)0(max ql
l

qxqlxMM xx =−== =
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Zadanie 38
Dla belki wolnopodpartej i obci onej jak na rysunku 2.38a wyprowadzi  wzory

na si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane
na rysunkach 2.38b i 2.38c.

Rys. 2.38. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
23

1
22

1 =⋅⋅⋅⋅−⋅=∑
llqlRM AB

sk d

.
24
1 qlRA =

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,0
22

1 =+−=∑ BAy RlqRP

sk d
.

24
5 qlRB =

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o-
onym.

a)

b)

c)

x2

x1

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q

2
l

2
l

+

ql

5ql–

ql2
–

ql 2

– 0,0265 ql 2

x l0 = 0,705 
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Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

M(x1) = RA x1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

,
48
1 2

)2/1( qlM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA ,
dla:

,
24
1

)01( qlT x ==

,
24
1

)2/1( qlT lx ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2 2 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
23

1
22

1
2)(22)2( 






 −






 −−=

lxqlxxRM XAx

,
242324

5 2
2

2
2

3
2

2)2( 









++−−= lx

l
xlxqM x

gdzie

,2 2
)( q

l
qxq x −=

dla:

,
96
1 2

)2/2( qlM lx −==

M(x2 = l) = 0,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
24
5

2

2
2

)2( 









+−−= x

l
xlqT x

,
24
1

)2/2( qlT lx ==

.
24
5

)2( qlT lx −==

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  dru-
giego przedzia u do zera.

Poniewa

,0
24
5

2

2
2

)2(
2 =










+−−== x

l
xlqT

dx
Md

x
x

st d
x0 = 0,705l.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.0265,0
23

1
22

1 2
2)(22)02( qllxqlxxRM XAxx =






 −






 −−==

Zadanie 39
Poda  wzory i wykresy si  tn cych i momentów gn cych dla belki AB podpartej

swobodnie w obu ko cach i obci onej na lewej po owie obci eniem ci g ym, zmie-
niaj cym si  liniowo od zera na podporze A do nat enia q w rodku d ugo ci belki, jak
pokazano na rysunku 2.39a.

Rozwi zanie
Najpierw wyznaczamy reakcje w punktach podparcia RA i RB z warunków równo-

wagi wszystkich si  zewn trznych, dzia aj cych na belk . Przy wyznaczaniu RA i RB,
mo emy wszystkie si y roz o one zast pi  wypadkow , której warto  okre lona jest
polem trójk ta ADC

,
422

1 qlqlW =⋅=

i która przechodzi przez jego rodek ci ko ci, a wi c w odleg o ci 
23

2 l  od punktu A
i 

23
1 l  od C, wówczas

,0
23

1
24

=




 +−=∑

lllqlRM AB
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sk d
,

6
qlRA =

suma rzutów si  na o  Y wynosi

,0
464

=+−=+−=∑ BBAy RqlqlRqlRP

sk d
.

12
qlRB =

Rys. 2.39. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

d)

A C B

RBRA

X

X

T x( )

M x( )

+

x2

X

Y

X

Y

q

2
l

2
l

2
l

+ 8
192 ql 21

9
 ql 2

2
2
l 1

2
l

D

y

y

4
lW=q

x1
2
3

x1
3

lWx =1
q x1

2

q x( )

ql8

ql4–
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Przy wyznaczaniu Tx1 i Mx1 w dowolnie obranym przekroju o odci tej x1 nie mo-
emy jak wy ej zast pi  wszystkich roz o onych si  jedn  wypadkow  W, gdy  teraz

nale y wzi  tylko si y dzia aj ce na odcinku x1 lub tylko na odcinku (l – x1). Natomiast
mo emy zast pi  jedn  wypadkow  Wx si y roz o one na odcinku x1. Nat enie qx tych
si  znajdziemy z podobie stwa trójk tów:

,

2

1)1(

l
x

q
q x = ,2 1

)1( 





=

l
xqq x

a wi c wypadkowa Wx1 jest równa

,
2

2
2

2
1

111)1(
1 





===

l
qx

l
xqxxq

W x
x

i przechodzi przez rodek ci ko ci trójk ta, a wi c w odleg o ci 13
2 x  od A i 13

1 x  od
ko ca odcinka x1.

Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

( ),2
6363

3
11

212
11

1
11)1( xxl

l
qx

l
qxxqlxWxRM xAx −=











−=





−=

M(x1 = 0) = 0,

,
24
1

192
8 22

)2/1( qlqlM lx ===

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

( ),6
66

2
1

22
11)1( xl

l
q

l
qxqlWRT xAx −=−=−=

,
6
1

48
8

)01( qlqlT x ===

.
12
1

48
4

)2/1( qlqlT lx −=−==
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Dla wyznaczenia si  tn cych i momentów gn cych w dowolnie obranym przekroju
w drugiej cz ci belki, rozpatrzymy si y dzia aj ce na praw  cz  belki oddzielon
tym przekrojem.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2 2 lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

),(
12

)( 22)2( xlqlxlRM Bx −=−=

,
24
1

192
8 22

)2/2( qlqlM lx ===

M(x2 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

.
12)2(
qlRT Bx −=−=

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment taki znajduje si  w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c
pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

( ) ,06
66

2
1

22
1)1()1(

1 =−=−=−== xlql
l
qxqlWRT

dx
Md

xAx
x

st d

.m
60
lx =

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

( ) .
69

12
6

23
11

2
)01( qlxxl

l
qM xx =−==

Zadanie 40
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki obci onej si

skupian  P = qa, dwoma momentami skupionymi M = Pa i zmieniaj cym si  liniowo
obci eniem ci g ym q = P/a, jak pokazano na rysunku 2.40a.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzystamy
z sumy momentów wzgl dem punktu B. Zwroty obu reakcji zak adamy do góry.
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Rys. 2.40. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wtedy
∑ MA = Pa – M – M + RB2a – 3qa2 = 0,

sk d
RB = 2P,

∑ MB = 3Pa – RA 2a – M – M = 0,
sk d

.
2
PRA =

Znaki dodatnie dowodz , e rzeczywiste zwroty reakcji RA i RB s  poprawnie
przyj te.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = – Px1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = a) = – Pa,

a)

b)

c)

x2

x3

x1

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

q
P M

M

Pa
Pa Pa9

5 P

P
7 PP

a a2a
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natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – P,
dla:

T(x1 = 0 = a) = – P.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),(
3
1)(

2
1)( 22)(22)2( axaxqMaxRPxM xAx −⋅−−+−+−=

gdzie

,
3

)( 2
)( a

axqq x
−

=

czyli:

,
18

)()(
3

2
22)2( a

axqMaxRPxM Ax
−−+−+−=

M(x2 = a) = 0,

,
9

13
)32(

PaM ax −==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
6

)( 2
2

)2( a
axqRPT Ax

−−+−=

,
2)2(
PT ax −==

.
6

7
)32(

PT ax −==

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

3a ≤ x3 ≤ 4a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

,)(
3
1)(

2
1

)3()(

33)(

333)3(

MMaxaxq

axRaxRPxM

x

BAx

++−⋅−−

−−+−+−=

gdzie

,
3

)( 3
)( a

axqq x
−

=
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czyli

,2
18

)(
)3()(

3
3

333)3( M
a
ax

qaxRaxRPxM BAx +
−

−−+−+−=

,
9

4
)33(

PaM ax −==

M(x3 = 4a) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
6

)( 2
3

)3( a
axq

RRPT BAx
−

−++−=

,
6

5
)33(

PT ax ==

T(x3 = 4a) = 0.

Zadanie 4
Dla belki obci onej jak na rysunku 2.41a wyznaczy  reakcje podpór oraz sporz -

dzi  wykresy si  tn cych i momentów gn cych dla: P1 = 40 kN, P2 = 50 kN, P3 = 30 kN,
q1 = 30 kN/m, q2 = 10 kN/m, q3 = 40 kN/m, M1 = 120 kNm, M2 = 150 kNm.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy pod uwag  sum  momen-

tów wzgl dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B
korzystamy z sumy momentów wzgl dem punktu A. Zak adamy, e zwroty reakcji skie-
rowane s  do góry.

Wtedy

,031
2

32
2

6)(36

81161410  

3
323

2

22111

=⋅+⋅
⋅

+⋅
−

−⋅⋅−

−+⋅−⋅⋅−−⋅+⋅=∑

Pqqqq

MPqMPRM AB

sk d
RA = 200 kN,

,0416276

8
2

6)(11
2

31310

111222

233
3

=⋅+−⋅⋅−⋅++⋅⋅+

+⋅⋅−+⋅⋅+⋅+⋅−=∑

PMqPMq

qqqPRM BA

sk d
RB = 230 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RB jest zgodny z za o-
onym.
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Rys. 2.4 . Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce pi  przedzia ów.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 4.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
11

11)1(
xqxPM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 4) = – 80 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = P1 – q1x1,
dla:

T(x1 = 0) = 40 kN,

T(x1 = 4) = – 80 kN.

a)

b)

c)

x1

x2

x3

x4

x5

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

+

++

158,3

–150

–140

3040

4 m 2 m 2 m 6 m 3 m

+26,67

–200–80

–20

150

90

1060

120

1,33 m
8,83 m–80

M1 M2
P1

P2 P3
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2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

4 ≤ x2 ≤ 6.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

)4(
2
21

1221)2(
xqMxRxPM Ax

⋅
−−−+⋅=

dla:
M(x2 = 4) = – 200 kNm,

M(x2 = 6) = – 20 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = P1 + RA – q1x2,

T(x2 = 4) = 120 kN,

T(x2 = 6) = 60 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

6 ≤ x3 ≤ 8.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

),6()3(6)4( 32311331)3( −−−⋅−−−+⋅= xPxqMxRxPM Ax

dla:
M(x3 = 6) = – 20 kNm,

M(x3 = 8) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = P1 + RA – 6q1 – P2,

T(x3 = 6) = 10 kN,

T(x3 = 8) = 10 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

8 ≤ x4 ≤ 14.
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Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

,
66

)8()(
2

)8(

)6()4()3(6

3
423

2
42

2

42441141)4(

⋅
−⋅−

−
−

−+

+−−−+−−−⋅=

xqqxq
M

xPxRxqMxPM Ax

dla:
M(x4 = 8) = 150 kNm,

M(x4 = 14) = – 150 kNm,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

,
62

)8()(
)8(6

2
423

42211)4( ⋅
−⋅−

−−−−−+=
xqq

xqPqRPT Ax

T(x4 = 8) = 10 kN,

T(x4 = 14) = – 140 kN.

5) Pi ty przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x5 ≤ 3.

Ogólne równanie momentów dla pi tego przedzia u b dzie mia o posta

,
36

3
53

53)5( 









⋅
⋅

+⋅−=
xqxPM x

dla:
M(x5 = 0) = 0,

M(x5 = 3) = – 150 kNm,

natomiast si a tn ca dla pi tego przedzia u:

,
32

2
53

35 ⋅
⋅

+=
xq

PTx

T(x5 = 0) = 30 kN,

T(x5 = 3) = 90 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment taki znajduje si  w pierw-
szym oraz w czwartym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przy-
równujemy si  tn c  pierwszego przedzia u do zera.
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Poniewa

,0111)1(
1 =−== xqPT

dx
Md

x
x

st d
x0 dla 1 = 1,33 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm26,26
2

2
11

11)01( =−==
xqxPM xx

Taki sam schemat przyjmujemy dla przedzia u czwartego i tak

,
62

)8()(

)8(6

2
423

42211)4(
1

⋅
−⋅−

−

−−−−−+==

xqq

xqPqRPT
dx
Md

Ax
x

st d
x0 dla 4 = 8,83 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

M(x4 = x0) = 158,30 kNm.

Zadanie 42
Belka AD, pokazana na rysunku 2.42a, jest podparta przegubowo na podporach B i C

i obci ona równomiernie roz o onym obci eniem ci g ym q oraz momentem zginaj cym

4

2ql
M = . Sprawdzi  poprawno  wykonania wykresów momentów gn cych i si  tn cych.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie C, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutów si  na o  Y. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy
,0

42
=+⋅−⋅−=∑ MlRlqlM CB

sk d
.

8
qlRC =

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,0
2

=++−=∑ CBy RRqlP
sk d

.
8
3 qlRB =

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA i RC jest zgodny z za o onym.



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

123

Rys. 2.42. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
xqM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
8

2

)2/1(
qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

.
2)2/1(
qlT lx −==

a)

b)

c)

x1

x2

x3

A B C D

RC
RB

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

q

2
l

l 2
l

M

M

ql–ql–

ql 2
–

ql 2
–



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

124

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2
3

2 2 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
242 22)2( 






 −+






 −−=

lxRlxqlM Bx

dla:

,
8

2

)2/2(
qlM lx −==

,
4
1 2

)2/32( qlM lx −==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
2)2( Bx RqlT +−=

,
8
1

)2/2( qlT lx −==

.
8
1

)2/32( qlT lx −==

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

.2
2
3

3 lxl ≤≤

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

,
2
3

242 333)3( MlxRlxRlxqlM CBx +




 −+





 −+





 −−=

dla:
M(x3 = 3l/2) = 0,

M(x3 = 2l) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

,
2)3( CBx RRqlT ++−=

T(x3 = 3l/2) = 0,

T(x3 = 2l) = 0.
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Zadanie 43
Belka ABC obci ona jest w sposób ci g y jak na rysunku 2.43a. Si y zewn trzne

s  nast puj ce: M1 = 20 kNm, M2 = 40 kNm, P1 = 40 kN, P2 = 10 kN, a = 1 m i ob-
ci enia roz o one w sposób ci g y q1 = 10 kN/m, q2 = 20 kN/m. Wykona  wykresy si y
tn cej i momentu zginaj cego.

Rys. 2.43. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia reakcji podporowych z równa  równo-

wagi dla ca ej belki. Równania te s  nast puj ce

,022

2446

22

2111

=⋅⋅−⋅+

++⋅+⋅⋅+−⋅−=∑
aaqaP

MaPaaqMaRM AB

sk d:
RA = 40 kN,

,024 211 =⋅⋅−−⋅−+=∑ aaqPaqRRP BAy

sk d

RB = 70 kN.

a)

b)

c)

x1 x3

x2 x4

A B

RB
RA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ +

q1 q2

+

P1

P2
4a a a 2a

M1

M2

+

40

– 40

30

–10

2,5

–20

20
60

100

20
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Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 4a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2 1
1

111)1( MxxqxRM Ax +⋅⋅−=

,
2 1

2
1

11)1( MxqxRM Ax +−=

dla:
M(x1 = 0) = 20 kNm,

M(x1 = 4a) = – 100 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

,11)1( xqRT Ax ⋅−=

dla:
T(x1 = 0) = 40 kN,

T(x1 = 4a) = 0.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

4a ≤ x2 ≤ 5a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,)4()2(4 121212)2( MaxPaxaqxRM Ax +−⋅−−⋅⋅−⋅=

dla:
M(x2 = 4a) = 100 kNm,

M(x2 = 5a) = 60 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,4 11)2( PaqRT Ax −⋅−=

T(x2 = 4a) = – 40 kN,

T(x2 = 5a) = – 40 kN.
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3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤  x3 ≤ 2a   (rozwi zanie od ko ca belki).

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

,
2
1 2

3222)3( xqxPM x ⋅−⋅=

dla:
M(x3 = 0) = 0,

M(x3 = 2a) = – 20 kNm,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

,322)3( xqPT x ⋅+−=

T(x3 = 0) = – 10 kN,

T(x3 = 2a) = 30 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x4 ≤ 3a    (rozwi zanie od ko ca belki).

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

),2()(2 44242)4( axRaxaqxPM Bx −+−⋅⋅+⋅=

dla:
M(x4 = 2a) = – 20 kNm,

M(x4 = 3a) = 20 kNm,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

,222)4( Bx RaqPT −⋅+−=

T(x4 = 2a) = – 40 kN,

T(x4 = 3a) = – 40 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w trzecim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  trze-
ciego przedzia u do zera.
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Poniewa

,0322)3(
3 =⋅+−== xqPT

dx
Md

x
x

st d
x0 = 0,5 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm5,7
2
1 2

3222)03( =⋅−⋅== xqxPM xx

Zadanie 44
Dla swobodnie podpartej belki przedstawionej na rysunku 2.44a wykona  wykre-

sy si y tn cej T(x) i momentu gn cego M(x).

Rys. 2.44. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia reakcji podporowych z równa  równo-

wagi dla ca ej belki. Równania te s  nast puj ce

,06524242 2 =⋅−⋅+−⋅−⋅⋅−=∑ aqaaRqaaqaaaqM BA
sk d:

,
5
24 qaRB =

,024 =−−⋅−+=∑ qaqaaqRRP BAy

a)

b)

c)

x1

x2 x3

A B

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+ +

q

qa 2
5
4qa 2

50
121

– qa 2
– qa3 2

qa5 qa11

5 a11

P  qa1 = 2 
P  qa2 = 2 

a a4a

M qa= 2 2

+

5 qa9–
5 qa19–
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sk d

.
5

11 qaRA =

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 4a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2 1
1

11)1( MxxqxRM Ax +⋅⋅−⋅=

,
2 1

2
1

11)1( MxqxRM Ax +⋅−=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
5
4 2

)41( qaM ax ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

,1)1( xqRT Ax ⋅−=
dla:

,
5

11
)01( qaT x ==

.
5
9

)41( qaT ax −==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

4a ≤ x2 ≤ 5a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),4()2(4 2122)2( axPaxaqxRM Ax −−−⋅−⋅=
dla:

,
5
4 2

)42( qaM ax ==

M(x2 = 5a) = – 3qa2,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,4 1)2( PaqRT Ax −⋅−=

,
5

19
)42( qaT ax −==

.
5

19
)52( qaT ax −==

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x3 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

M(x3) = – P2x3,
dla:

M(x3 = 0) = – qa2,

M(x3 = a) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u

T(x3) = P2 = qa.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c
pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

,01)1(
1 =⋅−== xqRT

dx
Md

Ax
x

st d

.
5

11
0 ax =

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.
50

121
2 2
1

11)01( qaxxqxRM Axx =⋅⋅−⋅==

Zadanie 45
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB jednym ko -

cem utwierdzonej i obci onej dwiema równymi sobie co do warto ci si ami P, jak
pokazano na rysunku 2.45a.
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Rys. 2.45. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Koniec B belki jest swobodny – wygodniej jest wi c rozpatrywa  j  od strony

prawej, poniewa  nie trzeba w takiej sytuacji wyznacza  reakcji i momentu utwierdze-
nia. Wyra enia na moment zginaj cy i na si  tn c  piszemy dwukrotnie osobno dla
ka dego z przedzia ów AC i CB.

Najpierw rozpatrujemy przekrój m–m o odci tej x1. Moment zginaj cy w tym
przekroju wygl da nast puj co: si a P wygina belk  wypuk o ci  do góry wobec czego
moment jest ujemny.

Odci ta x1 jest w pierwszej pot dze, zatem warto  momentu zmienia si  liniowo
wzd u  przedzia u CB, x1 mo e przybiera  warto ci od l/2 do l:

M(x1) = – P (l – x1),

2
przy 1

lx = ,
2)1(
PlM x −=

lx =1przy .0)1( =xM

Si a tn ca w przekroju m–m:

T(x1) = P,

i ma warto  sta  wzd u  przedzia u CB.

a)

b)

c)

Pl

x1

x2

A C B X

X

X

T x( )

M x( )

Y

2
l

2
l

m
n m
n

+ P

P

P
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Nast pnie rozpatrujemy przekrój n–n o odci tej x2. Moment zginaj cy w tym prze-
kroju

.
22

)( 22)2(
PlxlPxlPM x −=






 −+−−=

Moment zginaj cy nie zale y od zmiennej x, wi c posiada sta  warto  wzd u
przedzia u AC belki.

Si a tn ca w przekroju n–n

T(x2) = P – P = 0.

Zadanie 46
Wykona  wykres momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB obci onej

si  skupion  P i par  si  o momencie M = 2Pl, jak pokazano na rysunku 2.46a.

Rys. 2.46. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, korzystamy z równania na sum  mo-

mentów wzgl dem punktu A oraz z równania sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e
zwrot reakcji RA jest skierowany do góry. Poniewa  belka jest utwierdzona, musi dzia a
moment utwierdzenia w punkcie A; zak adamy, e moment MuA dzia a w dó .

Wtedy

∑ MA = – MuA – M + Pl = 0,

a)

b)

c)

RA

Pl

x1

x2

A B
X

X

X

T x( )

M x( )

Y

3
l

3
2l

+

+

P

P
M

Pl2–

Pl4

MuA
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sk d
MuA = – Pl.

Z sumy rzutów si  na o  OY otrzymamy

∑ Py = RA – P = 0,
sk d

RA = P.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest taki jak za o yli my.
Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
3

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = – MuA + RAx1 = Pl + P,
dla:

M(x1 = 0) = Pl,

,
3

4
)3/1(

PlM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

T(x1 = 0) = P,

T(x1 = l/3) = P.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
3 2 lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

M(x2) = – MuA + RAx2 – M,
dla:

,
3

2
)3/2(

PlM lx −==

M(x2 = l) = 0,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA = P,

T(x2 = l/3) = P,

T(x2 = l) = P.

Zadanie 47
Dla belki utwierdzonej i obci onej jak na rysunku 2.47a wyprowadzi  wzory na

si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na
rysunkach 2.47b i 2.47c.

Rys. 2.47. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  moment utwierdzenia w punkcie A, bierzemy sum  momentów

wzgl dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzy-
stamy z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

.0435,13 =⋅+⋅−−⋅+−=∑ aPaPMaPMM uAA

sk d
MuA = 1,5Pa.

a)

b)

c)

x1

x4

x3

x2

A B
X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+
+

+

P

0,5P

2,5P

1,5Pa 0,5 Pa

0,5PaPa

Pa

P

1,5P

3P M=Pa

MuA



�
�
��
�
�
�

�
�
��
�
�
�

135

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,05,13 =−+−=∑ PPPRP Ay

sk d

RA = 2,5P.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest zgodny z za o onym.
Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1 – MuA,

dla:

M(x1 = 0) = – 1,5Pa,

M(x1 = a) = Pa,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,

dla:

T(x1 = 0) = 2,5P,

T(x1 = a) = 2,5P.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

M(x2) = RA x2 – MuA – 3P(x2 – a),

dla:

M(x2 = a) = Pa,

M(x2 = 2a) = 0,5Pa,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – 3P,

T(x2 = a) = – 0,5P,

T(x2 = 2a) = – 0,5P.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x3 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

M(x3) = RA x3 – MuA – 3P(x3 – a) – M,
dla:

M(x3 = 2a) = – 0,5Pa,

M(x3 = 3a) = – Pa,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – 3P,

T(x3 = 2a) = – 0,5P,

T(x3 = 3a) = – 0,5P.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

3a ≤ x4 ≤ 4a    (rozwi zywany od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

M(x4) = – P(4a – x4),
dla:

M(x4 = 3a) = – Pa,

M(x4 = 4a) = 0,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = P,

T(x4 = 3a) = P,

T(x4 = 4a) = P.
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Zadanie 48
Belka przedstawiona na rysunku 2.48a, obci ona zosta a obci eniem ci g ym

o nat eniu q1 = q. Poda  analityczne funkcje si  poprzecznych i momentów zginaj -
cych, sporz dzi  ich wykresy oraz wyznaczy  maksymaln  warto  si y poprzecznej
i momentu zginaj cego.

Rys. 2.48. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
W belce wyodr bnimy trzy przedzia y zmienno ci si  poprzecznych i momentów

zginaj cych.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

2
1

)1(
qxM x −=

M(x1 = 0) = 0,

,
2

2

)1(
qaM ax −==

a)

b)

c)

q x1

x3

x2

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

qa21qa2

a a a

qa
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natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

T(x1) = qx1,

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = a) = qa.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,)(
2
1

2
1 2

22)2( axqaxqaM x −+




 −−=

,
2

2

)2(
qaM ax −==

M(x2 = 2a) = – qa2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = qa – q(x2 – a) = 2qa – qx2,

T(x2 = a) = qa,

T(x2 = 2a) = 0.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x3 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
3

2
1 2

33)3( qaaxqaaxqaM x −=




 −+





 −−=

M(x3 = 2a) = – qa2,

M(x3 = 3a) = – qa2,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u

T(x3) = qa – qa = 0.
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Zadanie 49
Poda  analityczne funkcje si  poprzecznych i momentów zginaj cych dla belki

przedstawionej na rysunku 2.49a oraz sporz dzi  ich wykresy. Belka utwierdzona jest
z jednej strony i obci ona na odcinku o d ugo ci b obci eniem ci g ym o nat eniu q.
Dana jest d ugo  belki l.

Rys. 2.49. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
W belce wyodr bnimy trzy przedzia y zmienno ci si  poprzecznych i momentów

zginaj cych.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = 0,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = 0.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ a + b.

a)

b)

c)

qx1

x3

x2

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

qb2

a b c

l

qb

b( +c)

A B
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,)(
2
1 2

2)2( axqM x −−=

M(x2 = a) = 0,

,
2

2

)2(
qbM bax −=+=

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = q(x2 – a),

T(x2 = a) = 0,

T(x2 = a + b) = qb.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

a + b ≤ x3 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
1

3)3( 












 +−−= baxqbM x

,
2

2

)3(
qbM bax −=+=

,
2)3( 






 +−== cbqbM lx

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u

T(x3) = – qb.

Zadanie 50
Belka jest jednym ko cem utwierdzona i obci ona jak na przedstawionym rysun-

ku 2.50a. Poda  analityczne funkcje si  poprzecznych i momentów zginaj cych oraz
sporz dzi  ich wykresy.

Rozwi zanie
W belce wyodr bnimy dwa przedzia y zmienno ci si  poprzecznych i momentów

zginaj cych.
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Rys. 2.50. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

2
1

)( 1

qxM x =

M(x1 = 0) = 0,

,
8
1 2

)2/1( qlM lx ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

T(x1) = qx1,

T(x1 = 0) = 0,

.
2
1

)2/1( qlT lx ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2 2 lxl

≤≤

a)

b)

c)

ql2
ql2

ql

ql

q2
q1

x1

x2

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

BCA

+

+

l2

l
2

l
2
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
1

2
3

4
1

2
1 2

22)2( 





 −−






 −= lxqlxqlM x

,
8
1 2

)2/2( qlM lx ==

M(x2 = l) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
2
13

2
1

2)2( 





 −−= lxqqlT x

,
2
1

)2/2( qlT lx ==

T(x2 = l) = – ql.

W zwi zku z tym, e funkcja si y poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak,
musi wyst pi  w nim ekstremum momentu gn cego. A zatem, aby okre li  przekrój,
w którym funkcja Mx2 osi gnie ekstremum, musimy przyrówna  do zera funkcj  Tx2

.0
2
13

2
1

2)2( =





 −−= lxqqlT x

Z równania tego wynika, e ekstremum wyst pi dla .
3
2

2 lx =  Uwzgl dniaj c t
warto  w funkcji Mx2 otrzymamy

.
6
1

2
1

3
2

2
3

4
1

3
2

2
1 2

2

)2( qlllqllqlM x =





 −−






 −=

Zadanie 5
Dla belki utwierdzonej i obci onej jak na rysunku 2.51a wyprowadzi  wzory na

si y tn ce i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na rysun-
kach 2.51b i 2.51c.

Rozwi zanie
Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
qxM x −=
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dla:
M(x1 = 0) = 0,

,
2

2

)1(
qaM ax −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = a) = qa.

Rys. 2.5 . Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)()(3)(
2

2
222)2(

axaxqaxPaxqaM x
−

−−−+





 −−=

,
2

)(3)(
2

2
2

22)2(
axqaxPaxqaM x

−−−+




 −−=

a)

b)

c)
qa2

qa 2

qa 2

qaqa

2qa

3q

qx1

x2

x3

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

+

+

a2

a a a
P qa= 3
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dla:
,

2

2

)2(
qaM ax −==

M(x2 = 2a) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – qa + P – 3q(x2 – a),

T(x2 = a) = 2qa,

T(x2 = 2a) = – qa.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x3 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

,
2
33)(

2 333)3( 




 −−−+





 −−= axqaaxPaxqaM x

dla:
M(x3 = 2a) = 0,

M(x3 = 3a) = – qa2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x3) = – qa + P – 3qa,

T(x3 = 2a) = – qa,

T(x3 = 3a) = – qa.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  dru-
giego przedzia u do zera.

Poniewa

,0)(3 2)2(
2 =−−+−== axqPqaT

dx
Md

x
x

st d

.
3
5

0 ax =
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Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.
6
1

2
)()(3)(

2
22

222)02( qaaxaxqaxPaxqaM xx −=
−

−−−+





 −−==

Zadanie 52
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB przedstawio-

nej na rysunku 2.52a metod  superpozycji.

Rys. 2.52. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

ql

ql 2

ql 2

ql 2

ql 2

ql 2

ql 2

x1

x1

A

A

B

B

X

X

X

X

X

X

Y

+

+

+

+

M

l

l

m

m

m

m
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Rozwi zanie
Rozpatrujemy belk  obci on  tylko par  si  o momencie .

4

2ql
M =

Moment zginaj cy w przekroju m–m wynosi

.
4

2

)(
qlMM x ==

Moment ten nie zale y od odci tej x, ma wi c warto  sta  wzd u  ca ej belki
(rys. 2.52b). Znak momentu zginaj cego jest tu dodatni, belka bowiem pod dzia aniem
pary si  o momencie M wygina si  wypuk o ci  do do u (linia kreskowana).

Poniewa  si a tn ca w przekroju m–m wynosi

T(x) = 0,

zatem nie b dzie wykresu si  tn cych przy obci eniu belki par  si .

Nast pnie rozpatrzymy belk  obci on  tylko obci eniem ci g ym q (rysunek
2.52c). Moment zginaj cy w przekroju m–m wynosi

,
2

)(
2

)(
2

)(
xlqxlxlqM x

−−=−−−=

x jest tu w drugiej pot dze, wykres momentów b dzie wi c ograniczony parabol . Mo-
ment Mx jest ujemny, poniewa  belka pod dzia aniem obci enia ci g ego wygnie si  wy-
puk o ci  do góry (linia kreskowana); odci ta x mo e tu przybiera  warto ci od 0 do l.

I tak dla:

,0=x ,
2

2

)(
qlM x −=

x = l, M(x) = 0.

Si a tn ca w przekroju m–m wynosi

T(x) = q(l – x),

x jest w pierwszej pot dze, zatem si a tn ca zmienia si  liniowo wzd u  belki

x = 0, T(x) = ql,

x = l, T(x) = 0.

Wykres si  tn cych jest pokazany na rysunku 2.52e. Sumaryczny wykres momen-
tów pokazany na rysunku 2.52f zosta  otrzymany po na o eniu na siebie rysunków
2.52b i 2.52d.
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Zadanie 53
Wykona  wykresy momentów zginaj cych i si  tn cych dla belki AB utwierdzonej

jednym ko cem i obci onej si  skupion  P oraz par  si  o momencie 
4
Pl

M =  jak jest
pokazane na rysunku 2.53a.

Rys. 2.53. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu A. Zwrot reakcji RA zak adamy do góry. Poniewa  belka jest utwierdzona,
musi dzia a  moment utwierdzenia w punkcie A; zak adamy, e moment MuA dzia a w dó .

Wtedy

,0    
2

=+−−=∑ MlPMM uAA

sk d
.

4
PlMuA −=

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,0∑ =+= PRP Ay

sk d
RA = – P.

Znak ujemny dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest przeciwny ni  za o ono.

a)

b)

c)

Pl

Pl

x1

x2

A B X

X

X
T x( )

M x( )

Y

2
l

2
l

+

P

P

MuA

M

RA

l
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Wydzielamy w belce dwa przedzia y.
1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
lx ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
4 11)1( PxPlxRMM AuAx −=+−=

dla:

,
4)01(
PlM x ==

,
4)2/1(
PlM lx −==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

T(x1 = 0) = – P,

T(x1 = l/2) = – P.

Odci t  dla której moment gn cy jest równy zeru, obliczamy z warunku

,
4 11)1( PxPlxRMM AuAx −=+−=

st d

.
40
lx =

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2 2 lxl

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
222)2( 






 −++−=

lxPxRMM AuAx

dla:

,
4)2/2(
PlM lx −==

,
4)2(
PlM lx −==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u

T(x2) = RA + P = – P + P = 0.
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Zadanie 54
Dla belki utwierdzonej i obci onej jak na rysunku 2.54a wyprowadzi  wzory na

si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na
rysunkach 2.54b i 2.54c.

Rys. 2.54. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Poniewa  w belce tej znajduje si  przegub w punkcie C, musimy rozpatrzy  dwa

przypadki: dla belki AC oraz CB. Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie B bie-
rzemy sum  momentów wzgl dem punktu C dla belki CB, natomiast przy wyznaczaniu
reakcji pionowej w punkcie A korzystamy z sumy rzutów si  na o  OY dla belki AB.
Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
2

=⋅−⋅−=∑
aqaaRM Bc

sk d

.
2

qaRB =

a)

b)

c)

X

X

T x( )

M x( )

+

– 3qa2

x3Y

MuA
BCA

RB
RA

q
x1

x2

X

a a a

P qa=2

MuA

RA

q

RBRC

RC

X

P qa=2

+

qa2

qa
– 2qa

2

qa2

–
2

qa2
5

2,5a
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Korzystaj c z sumy rzutów si  na o  OY dla belki CB otrzymamy

,0 =+−=∑ BCy RqaRP
sk d

.
2

qaRC −=

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY dla belki AB otrzymamy

,0 =+−−=∑ BAy RqaPRP

sk d
RA = 2,5qa.

Nast pnie z sumy momentów wzgl dem punktu C tak e dla belki AC wyliczamy MuA

,0
2

2
2

=−+−+−=∑ aRqaPaaRMM BAuAc

sk d
MuA = 3qa2.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = – MuA + RA x1,
dla:

M(x1 = 0) = – 3qa2,

M(x1 = a) = – 0,5qa2,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

T(x1 = 0) = 2,5qa,

T(x1 = a) = 2,5qa.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

a ≤ x2 ≤ 2a.
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

M(x2) = – MuA + RA x2 – P(x2 –a),
dla:

M(x2 = a) = – 0,5qa,

M(x2 = 2a) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – P,

T(x2 = a) = 0,5qa,

T(x2 = 2a) = 0,5qa.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x3 ≤ 3a     (rozwi zujemy od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2

)3()3()3(  3
33)3(

xaxaqxaRM Bx
−

−−−=

,
2

)3()3(  
2

3
3)3(

xaqxaRM Bx
−

−−=

dla:
M(x3 = 2a) = 0,

M(x3 = 3a) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:
),3( 3)3( xaqRT Bx −+−=

,
2

 )23(
qaT ax ==

.
2)33(

qaT ax −==

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w trzecim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  trze-
ciego przedzia u do zera.

Poniewa

,0)3( 3)3(
3 =−+−== xaqRT

dx
Md

Bx
x
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st d
x0 = 2,5a.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.
8
1

2
)3()3()3(  23

33)03( qaxaxaqxaRM Bxx =
−

−−−==

Zadanie 55
Dla belki utwierdzonej i obci onej jak na rysunku 2.55a wyprowadzi  wzory na

si y poprzeczne i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na
rysunkach 2.55b i 2.55c.

Rys. 2.55. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  moment utwierdzenia w punkcie A, bierzemy sum  momentów

wzgl dem punktu A, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie A korzy-
stamy z sumy rzutów si  na o  OY. Zak adamy, e zwrot reakcji skierowany jest do góry.

a)

b)

c)

X

T x( )

M x( )

+

x3

Y

MuA
BA

RA

q =40 kN/m
x1

x2

X

P=20 kN

X

–206
–266,8 –176

–39,2

76
56

0,8 m 1,8 m 1,4 m

M= 30 kNm
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Wtedy

,03,34,16,2 =⋅⋅+⋅++−=∑ qPMMM uAA

sk d
MuA = 266,8 kNm.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  OY otrzymamy

,04,1 =⋅−−=∑ qPRP Ay

sk d
RA = – 76 kN.

Znak ujemny dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest przeciwny do za o-
onego.

Wydzielamy w belce trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 0,8.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,1)1( xRMM AuAx ⋅+−=
dla:

M(x1 = 0) = – 266,8 kNm,

M(x1 = 0,8) = – 206 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA,
dla:

T(x1 = 0) = 76 kN,

T(x1 = 0,8) = 76 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

0,8 ≤ x2 ≤ 2,6.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,2)2( MxRMM AuAx +⋅+−=
dla:

M(x2 = 0,8) = – 176 kNm,

M(x2 = 2,6) = – 39,2 kNm,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u

T(x2) = RA,

T(x2 = 0,8) = 76 kN,

T(x2 = 2,6) = 76 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2,6 ≤ x3 ≤ 4    (rozwi zanie od prawej strony).

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

)4(
2

)4()4(
2

33
3)3(

xqxxqM x
−

−=
−

−−=

dla:
M(x3 = 2,6) = – 39,2 kNm,

M(x3 = 4) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

Tx3 = q(4 – x3),

T(x3 = 2,6) = 56 kN,

T(x3 = 4) = 0.

Zadanie 56
Dla belki wspornikowej przedstawionej na rysunku 2.56a wykona  wykresy si y

tn cej T(x) i momentu gn cego M(x).

Rozwi zanie
Obliczenia rozpoczynamy od wyznaczenia reakcji podporowych z równa  równo-

wagi dla ca ej belki. Równania te s  nast puj ce

,042 =+−−⋅⋅=∑ UBB MPaMaaqM

sk d
MUB = – 5qa2,

,02 =++−=∑ By RPqaP
sk d

RB = qa.
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Rys. 2.56. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
22

2
11

1)1(
qxxxqM x −=⋅⋅−=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 2a) = – 2qa2,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

,1)1( xqT x ⋅−=

dla:
T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = 2a) = 2qa.

a)

b)

c)

X

T x( )

M x( )

x3Y

MuB

BA

qx1 x4

x2

X

X

M qa=2 2

– 4qa2
– 5qa

2
– 2qa2

– 2qa
– qa

2a a a a
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2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x2 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),(2 2)2( axaqM x −⋅⋅−=

dla:
M(x2 = 2a) = – 2qa2,

M(x2 = 3a) = – 4qa2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u

T(x2) = – 2qa.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x3 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

,)(2 3)3( MaxaqM x +−⋅⋅−=

dla:
M(x3 = 0) = – 2qa2,

M(x3 = 2a) = – 4qa2,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u

T(x3) = – 2qa.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x4 ≤ 3a    (rozwi zanie od ko ca belki).

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

,  4)4( BBx MxRM +=

dla:

M(x4 = 2a) = – 4qa2,

M(x4 = 3a) = – 5qa2,
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natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = – RB,

T(x4 = 2a) = – qa,

T(x4 = 3a) = – qa.

Zadanie 57
Dla belki utwierdzonej i obci onej jak na rysunku 2.57a wyprowadzi  wzory na

si y tn ce i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na rysun-
kach 2.57b i 2.57c.

Rys. 2.57. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 2a.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
xqMM x −=

a)

b)

c)

+

+ +
X

T x( )

M x( )

Y

BA

q
x1

x2

X

X

M qa0 = 2

qa2
qa2

qa
2

2qa

2qa

2a aP qa=4
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dla:
M(x1 = 0) = qa2,

M(x1 = 2a) = – qa2,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

T(x1 = 2a) = – 2qa.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x2 ≤ 3a.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

M(x2) = M – 2qa(x2 – a) + 4qa(x2 – 2a),
dla:

M(x2 = 2a) = – qa2,

M(x2 = 3a) = qa2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = – 2qa + 4qa = 2qa,

T(x2 = 2a) = 2qa,

T(x2 = 3a) = 2qa.

Zadanie 58
Dla belki utwierdzonej i obci onej jak na rysunku 2.58a wyprowadzi  wzory na

si y tn ce i momenty gn ce i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na rysun-
kach 2.58b i 2.58c.

Rozwi zanie
Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 2a.
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Rys. 2.58. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

1)1(
xqPxM x −=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 2a) = 0,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = P – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = P,

T(x1 = 2a) = – qa.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

2a ≤ x2 ≤ 3a.

a)

b)

c)

+

X

T x( )

M x( )

Y

BA

qx1

x2

X

X

M qa0= 2

qa
2 2qa

2

qa

qa

2a aP qa=

+qa
2

2
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Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

M(x2) = Px2 – 2qa(x2 – a) – M,
dla:

M(x2 = 2a) = – qa2,

M(x2 = 3a) = – 2qa2,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = P – 2qa,

T(x2 = 2a) = 2qa,

T(x2 = 3a) = – qa.

Zadanie 59
Dla belki utwierdzonej i obci onej jak na rysunku 2.59a, wyprowadzi  wzory na

si y tn ce i momenty gn ce, i wed ug tych wzorów sprawdzi  wykresy podane na ry-
sunkach 2.59b i 2.59c.

Rys. 2.59. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

+

X

T x( )

M x( )

Y

BA

q

2q
x1

x0 =

x2

X

X

M qa0 = 2

qa
2

aP qa=

+

a
2

a3
4

qa
27

8

qa
23

8

qa215
16

qa
2

qa
2

qa2
3
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Rozwi zanie
Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

0 1
ax ≤≤

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
1

)1(
qxMM x −=

dla:
M(x1 = 0) = qa2,

,
8

7 2

)2/1(
qaM ax ==

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 0,

.
2)2/1(

qaT ax ==

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

.
2

3
2 2 laxa

≤≤

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

2
2

222

2

2

22)2(







 −

−




 −+





 −−=

ax
qaxPaxaqMM x

dla:

,
8

7 2

)2/2(
qaM ax ==

,
8

3 2

)2/32(
qaM ax ==

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
2

2
2 2)2( 





 −−+−= axqPqaT x
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,
2)2/2(

qaT ax ==

.
2

3
)2/32(

qaT ax ==

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment ten znajduje si  w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  dru-
giego przedzia u do zera.

Poniewa

,0
2

2
2 2)2(

2 =





 −−+−==

axqPqaT
dx
Md

x
x

st d

.
4
3

0 ax =

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.
16
15

2

2
2

442
2

2

2

22)02( qa

ax
qaxPaxaqMM xx =






 −

−





 −+






 −−==

Zadanie 60
Wykona  wykresy si  tn cych i momentów gn cych dla belki przedstawionej na

rysunku 2.60a.

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcje podporowe, roz czamy w my li belk  w przegubie B.

Otrzymujemy dwa samodzielne uk ady.
W pierwszej cz ci belki reakcje s  sobie równe i wynosz

.
2
1 qlRR BA ==

Dla drugiej cz ci belki obliczamy sumy momentów wzgl dem punktów C i D:

,02
2
1 2 =−+=∑ lRqllRM DBc

,
2
1 qlRD =

,0
2
3323 =






−+=∑ lqllRlRM CBD

RC = 3ql.

Znaj c reakcje mo na wykona  wykresy si  tn cych i momentów zginaj cych.
Nale y podkre li , e przegub nie stanowi granicy przedzia ów zmienno ci si y tn cej
i momentu gn cego.
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Rys. 2.60. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

W belce wyodr bnimy dwa przedzia y zmienno ci si  poprzecznych i momentów
zginaj cych.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 2l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
1

2
1

2
2
11

1
11)1( qxqlxxqxxRM Ax −=−=

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 2l) = – ql2,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

,
2
1

1)1( qxqlT x −=

a)

b)

c)

d)

x1

x2

A B C D

DCB

BA

RDRCRB

RBRA

X

X

X

T x( )

M x( )

Y

q

ql 2

ql1
ql1 ql3

ql3

++

++

l l

l7
2

l
2

ql 21
8ql 21

8
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2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

2l ≤ x2 ≤ 4l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta :

,
2
1)2(3

2
1

2
)2(

2
221

2
222)2(

qxlxqlqlx

xqxlxRxRM CAx

−−+=

=−−+=

M(x2 = 2l) = – ql2,

M(x2 = 4l) = 0,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

,3
2
1

22)2( qxqlqlqxRRT CAx −+=−+=

,
2
3

)22( qlT lx ==

.
2
1

)42( qlT lx −==

W zwi zku z tym, e funkcja si y poprzecznej w pierwszym przedziale zmienia znak,
musi wyst pi  w nim ekstremum momentu gn cego. A zatem aby okre li  przekrój,
w którym funkcja Mx1 osi gnie ekstremum, musimy przyrówna  do zera funkcj  Tx1

.0
2
1

1)1( =−= qxqlT x

Z równania tego wynika, e ekstremum wyst pi dla x1 = l/2. Uwzgl dniaj c t
warto  w funkcji Mx1 otrzymamy

.
8
1 2

max qlM =

Równie  funkcja si y poprzecznej w drugim przedziale zmienia znak. Musi wi c
wyst pi  w nim ekstremum momentu gn cego. A zatem aby okre li  przekrój, w któ-
rym funkcja Mx2 osi gnie ekstremum, musimy przyrówna  do zera funkcj  Tx2

.3
2
1

222 qxqlqlqxRRT CAx −+=−+=
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Z równania tego wynika, e ekstremum wyst pi dla x2 = 7l/2. Uwzgl dniaj c t
warto  w funkcji Mx2 otrzymamy

.
8
1 2

max qlM =

Zadanie 6
Wykona  wykresy si  poprzecznych i momentów gn cych dla uk adu dwóch belek

poziomych ABC i CD po czonych przegubowo w punkcie C i obci onych jak na
rysunku 2.61a.

Rys. 2.6 . Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

d)

e)

RC
RD

RC

RBRA

T x( )

M x( )

+ +

l1=8 m l2=8 m l3= 6 m

X

X

A B C E D X

Y
q = 40 kN/m

P=120 kN

X

P=120 kN

A B C X

Y

+
+

3,63 m

x1

x3

x4

x2

145

175

60

60

180

120

262

7,25 m
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Rozwi zanie
W celu wyznaczenia warto ci reakcji w punktach A, B, D przecinamy my lowo

belk  w punkcie C (w miejscu przegubu). Warto  reakcji w punkcie C wyznaczamy
z sumy momentów si  wzgl dem punktu D, natomiast warto  reakcji w punkcie D
z sumy momentów si  wzgl dem punktu D – oba przypadki rozpatrujemy tylko i wy-

cznie dla belki CFD. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.
Wtedy

,0
2
112 33 =⋅−=∑ llRM CD

sk d:
RC = 60 kN,

,0
2

  3
3 =⋅−⋅=∑ lRlFM DC

sk d
RD = 60 kN.

Warto  reakcji w punkcie A wyznaczamy z sumy momentów si  wzgl dem punk-
tu B, natomiast warto  reakcji w punkcie B z sumy rzutów si  na o  Y – oba przypadki
rozpatrujemy tylko i wy cznie dla belki ABC. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowa-
ne s  do góry.

Wtedy
,0

2 2
1

11 =+⋅−=∑ lRlqllRM CAB

sk d:
RA = 145 kN,

,01 =−+−=∑ CBAy RRqlRP
sk d

RB = 235 kN.

Znak dodatni reakcji dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji jest zgodny z za o onym.
Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 8.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
22

1 2
1

1111)1(
qxxRxqxxRM AAx −=−=

dla:
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 8) = 120 kNm,
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natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – qx1,
dla:

T(x1 = 0) = 145 kN,

T(x1 = 8) = – 175 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

8 ≤ x2 ≤ 13.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

),()4( 12212)2( lxRxqlxRM BAx −+−−=
dla:

M(x2 = 8) = – 120 kNm,

M(x2 = 13) = 180 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – ql1 + RB,

T(x2 = 8) = 60 kN,

T(x2 = 13) = 60 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

13 ≤ x3 ≤ 16.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

),13()()4( 313313)3( −−−+−−= xFlxRxqlxRM BAx

dla:
M(x3 = 13) = 180 kNm,

M(x3 = 16) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – ql1 + RB – F,

T(x3 = 13) = – 60 kN,

T(x3 = 16) = – 60 kN.
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Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment taki znajduje si  w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c
pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

,01)1(
1 =−== qxRT

dx
Md

Ax
x

st d
x0 = 3,63 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm262
2

2
1

1)01( =−==
qxxRM Axx

Zadanie 62
Wyznaczy  wykres si  poprzecznych i momentów gn cych dla uk adu dwóch be-

lek poziomych ABC i CD, po czonych przegubowo w punkcie C i obci onych jak na
rysunku 2.62a. Dane = 1,2 m, P = 40 kN, M0 = 24 kNm.

Rys. 2.62. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

d)

T x( )

M x( )

+

l l l l

X

X

+ +

x1

x2

x3

x4

A B C D X

Y

P M0

A B C
D X

Y P
M0

RA RB

RC

RC
RD

+

24

24

12

30

20
10
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Rozwi zanie
W celu wyznaczenia warto ci reakcji w punktach A, B, D przecinamy my lowo

belk  w punkcie C (w miejscu przegubu). Warto  reakcji w punkcie C wyznaczamy
z sumy momentów si  wzgl dem punktu D dla belki CD. Zak adamy, e zwroty reakcji
skierowane s  do góry.

Wtedy
,00 =−⋅−=∑ MlRM CD

sk d
RC = 20 kN.

Natomiast z sumy rzutów si  na o  OY dla belki CD otrzymujemy

,0∑ =+= DCy RRP
sk d

RD = – 20 kN.

Z warunków równowagi belki ABC wyznaczamy warto ci RA i RB, wówczas

,022 =+−⋅=∑ lRllRM CAB
sk d:

RA = 10 kN.

,032 =⋅−−⋅=∑ CBA RPllRM
sk d:

RB = 50 kN.

W ca ej belce mo emy wyodr bni  trzy przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ l.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

M(x1) = RAx1,
dla:

M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = l) = 12 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u:

T(x1) = RA,

T(x1 = 0) = 10 kN,

T(x1 = l) = 10 kN.
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2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

l ≤ x2 ≤ 2l.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

M(x2) = RAx2 – P(x2 – l),
dla:

M(x2 = l) = 12 kNm,

M(x2 = 2l) = – 24 kNm,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – P,

T(x2 = l) = – 30 kN,

T(x2 = 2l) = – 30 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

2l ≤ x3 ≤ 4l.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

M(x3) = RAx3 – P(x3 – l) + RB(x3 – 2l),
dla:

M(x3 = 2l) = – 24 kNm,

M(x3 = 4l) = 24 kNm,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – P + RB,

T(x3 = 2l) = 20 kN,

T(x3 = 4l) = 20 kN.

Zadanie 63
Wykona  wykresy si  poprzecznych i momentów gn cych dla uk adu dwóch belek

poziomych AEBD i DC po czonych przegubowo w punkcie C i obci onych jak na
rysunku 2.63a.
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Rys. 2.63. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie C, bierzemy pod uwag  sum  momen-

tów wzgl dem punktu D dla belki DC, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej
w punkcie A, B korzystamy z sumy rzutów si  na o  Y oraz sumy momentów wzgl dem
punktu A dla belki AEBDC (te obliczenia przeprowadzamy ju  dla ca ego uk adu).
Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,0
2
1

5525 =⋅⋅⋅+⋅−=∑ llqlRM CD

sk d
RC = 40 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  Y otrzymamy:

,0
2
1

5212 =+−−+−=∑ CBAy RlqPRqlRP

,0)(
2
1

)()(2
3
23

2
1

5432543252

4223221

=+++−




 +++⋅⋅+

+++++−⋅−⋅⋅⋅⋅=∑

llllRlllllq

lllPllRQlqM

C

BA

a)

b)

c)

T x( )

M x( )

+

X

X

x1

x2

x3

x0  = 2,16

x’0  = 8

x4

A B CD X

Y

RA RB RC

+

+ +

Q=100 kN

Q=100 kN

Q1=60 kN Q2= 40 kN

2 m

1 m 3 m 3 m 1 m

1 m

2 m
L1 L2 L3 L4 L5

46,7

43,3

240

40

280

40

67,1

150

50
20

280
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sk d:
RB = 323,3 kN,

RA = 46,7 kN.

Znak dodatni dowodzi, e rzeczywisty zwrot reakcji RA jest zgodny z za o onym.
Wydzielamy w belce cztery przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 3.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
3
1

2
1

11)(1)1( xxqxRM zAx −=

a poniewa

,
1

)(

2

1
x

q
l
q x=

to

,
3
1 3

111)1( xxRM x −=

dla
M(x1 = 0) = 0,

M(x1 = 3) = 50 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – x1
2,

dla:
T(x1 = 0) = 46,7 kN,

T(x1 = 3) = – 43,3 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia

3 ≤ x2 ≤ 6.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,2
3
2

2
1

22212)2( ⋅−





 −−= QlxlqxRM Ax

dla:
M(x2 = 3) = –150 kNm,

M(x2 = 6) = –280 kNm,
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natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

T(x2) = RA – 9,

T(x2 = 3) = – 43,3 kN,

T(x2 = 6) = – 43,3 kN.

3) Trzeci przedzia  b dzie si  zmienia

6 ≤ x3 ≤ 7.

Ogólne równanie momentów dla trzeciego przedzia u b dzie mia o posta

),(2
3
2

2
1

32323213)3( llxRQlxlqxRM BAx +−+⋅−




 −−=

dla:
M(x3 = 6) = – 280 kNm,

M(x3 = 7) = 0,

natomiast si a tn ca dla trzeciego przedzia u:

T(x3) = RA – 9 + RB,

T(x3 = 6) = 280 kN,

T(x3 = 7) = 280 kN.

4) Czwarty przedzia  b dzie si  zmienia

7 ≤ x4 ≤ 9.

Ogólne równanie momentów dla czwartego przedzia u b dzie mia o posta

,
2

)()(

)(2
3
2

2
1

2
3324

4324

32424214)4(

lllxqlllxP

llxRQlxlqxRM BAX

++−−++−−

−+−+⋅−




 −−=

dla:
M(x4 = 7) = 0,

M(x4 = 9) = 0,

natomiast si a tn ca dla czwartego przedzia u:

T(x4) = RA – 9 + RB – q2(x4 – l2 + l3 + l4),

T(x4 = 7) = 40 kN,

T(x4 = 9) = – 40 kN.
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Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment taki znajduje si  w pierw-
szym oraz w czwartym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przy-
równujemy si  tn c  pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

,02
1)1(

1 =−== xRT
dx
Md

Ax
x

st d
x0 = 2,16 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

,kNm3,67
3
1 3

111)01( =−== xxRM xx

Taki sam schemat przyjmujemy dla przedzia u czwartego i tak

),(9 43242)4(
4 lllxqRRT

dx
Md

BAx
x ++−−+−==

st d
x'0 = 8 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi
M(x4 = x0) = 20 kNm.

Zadanie 64
Dla belki obci onej jak na rysunku 2.64a wyznaczy  reakcje podpór oraz sporz -

dzi  wykresy si  tn cych i momentów gn cych.

Rys. 2.64. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

a)

b)

c)

T x( )

M x( )

+

X

X

x1

x2

C D X

Y

A

RA

B

RD
RC

+

Q1 Q2

6 m

x0 = 2,755

3 m 6 m

–36

+

18 kN/m
6 kN/m

72 kNm

54,3699

–108

–39

642
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Rozwi zanie
Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A, bierzemy sum  momentów wzgl -

dem punktu B dla belki AB, przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie D korzysta-
my z sumy momentów wzgl dem punktu C dla ca ego uk adu, natomiast przy wyzna-
czaniu reakcji pionowej w punkcie C korzystamy z sumy rzutów si  na o  OY dla ca ego
uk adu. Zak adamy, e zwroty reakcji skierowane s  do góry.

Wtedy

,06
3
236  12 =⋅⋅−⋅−⋅=∑ QQRM AB

gdzie:
,321 QQQQ ++=

,kN36612
2
1

1 =⋅⋅=Q

,kN36662 =⋅=Q

,kN963
2
1

3 =⋅⋅=Q

sk d:
RA = 42 kN,

,0 =+−=∑ BAy RQRP

sk d:
RB = 30 kN,

,06729
3
29 =⋅−+⋅⋅−⋅=∑ DAC RQRM

sk d
RD = – 6 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  Y otrzymamy

∑ Py = RA + Q + RC + RD = 0,
sk d

RC = – 45 kN.

Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 9.
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Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
3
2)18(

2
1

2 1111
1

11)1( xqxqxxxRM xxAx ⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅=

a poniewa :

,218
)9(9

18
1)1(

1

)1( xq
x

q
x

x −=⇒
−

=

,
3
19 3

1
2
11)1( xxxRM Ax +−=

dla:
M(x1 = 0) = 0,
M(x1 = 9) = – 108 kNm,

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

T(x1) = RA – 18x1 + x1
2,

dla:
T(x1 = 0) = 42 kN,

T(x1 = 9) = – 39 kN.

2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia
9 ≤ x2 ≤ 15.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta
),9()3( 222)2( −++−⋅−⋅= xRMxQxRM CAx

dla:
M(x2 = 9) = – 36 kNm,

M(x2 = 15) = 0,

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:
T(x2) = RA – 36,

T(x2 = 9) = 6 kN,

T(x2 = 15) = 6 kN.

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment taki znajduje si  w pierw-
szym przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c
pierwszego przedzia u do zera.

Poniewa

,018 2
)1(

1 =+−== xxRT
dx
Md

Ax

st d
x0 = 2,755 m.
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Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

.kNm3699,54
3
19 3

1
2
11)01( =+−== xxxRM Axx

Zadanie 65
Dla belki swobodnie podpartej o rozpi to ci l = 10 m, jak na rysunku 2.65a, poda-

ny jest wykres M(x) (rys. 2.65b) okre lony równaniem

M(x) = 15 000 + 9000x – 1000x2.

Wyznaczy  kszta t wykresu T(x) oraz rodzaj obci enia.

Rys. 2.65. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Funkcja si  poprzecznych przyjmuje posta

.20009000)()( x
dx

xdMxT −==

Jest to funkcja liniowa i przyjmuje warto ci:

,kN90kG9000)(
)0( ===== Ax R

dx
xdMT

,kN110kG00011)(
)( −=−==== Blx R

dx
xdMT

a)

b)

c)

d) T x( )

M x( ) M x x x( )=15000+9000 –1000 2

+

+

L=10 m

xm = 4,5

X

X

RB
RA

A B X

Y

RB
RA

A

MA MB

B X

Y q
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natomiast funkcja obci enia przyjmuje warto

.kN/m20kG/m2000)(
==−=

dx
xdTq

Z równania momentów zginaj cych wyznaczamy warto ci:

MA = M(x = 0) = 15 000 kGm = 150 kNm,

MB = M(x = l) = 5000 kGm = 50 kNm.

Funkcja M(x) osi ga najwi ksz  warto  tam, gdzie spe niony jest warunek

,020009000)()( =−==





=
mm

xmx
xxT

dx
xMd

st d:
xm = 4,5 m.

Mmax = M(xm) = 35 250 kGm = 352,50 kNm.

Zadanie 66
Dla belki AB o rozpi to ci l = 12 m opartej na dwóch podporach przegubowych

(rys. 2.66a), moment zginaj cy w dowolnym przekroju w odleg o ci x od podpory A
okre lony jest równaniem

.
12

204810
3

23
)( 










−−+= xxxM AB

x

Okre li  rodzaj obci enia belki oraz sporz dzi  wykresy T(x) i M(x).

Rozwi zanie
Równanie si  tn cych dla przedstawionej belki

.
4

22010
2

3)(
)( 










−−== xx

dx
Md

T
AB
xAB

x

Funkcja si  poprzecznych T(x) jest funkcj  drugiego stopnia i przyjmuje warto ci:

,kN20kG20000
)0( ===== AA

AB
x RTT

.kN400kG00040)  ( −=−==== B
l
B

AB
lx RTT

Funkcja obci enia przyjmuje posta

.
2

210)( 3)( 





 +=−= x

dx
dT

xq
AB
x
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Rys. 2.66. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Zatem obci enie zmienia si  liniowo i przyjmuje warto ci:

,kN/m20kGm2000)0( ==== Ax qq

.kN/m80kGm8000
2

122103
)( ==





 +=== Blx qq

Z równania momentów zginaj cych wyznaczamy:

,kNm480kGm00048)0  ( ==== A
AB
x MM

.0)12( === B
AB
x MM

Funkcja M(x)
AB osi ga najwi ksz  warto  tam gdzie spe niony jest warunek:

,0
4
1220 2

)(
)( =−−==













=
mm

AB
x

xmx

AB
x xxT

dx
Md

m

st d:
xm = 5,8 m,

.kNm1141kGm001411)(max === AB
xm

AB MM

a)

b)

c) T x( )

M x( )

+

+

12 m

X

X

RB
RA

A B X

Y q x( )x

M

20

5,8 m
80

1141
480
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Zadanie 67
Zapora wodna ma by  zbudowana z desek ustawionych pionowo i opartych

o poziome belki A i B. Sporz dzi  wykresy si  tn cych i momentów gn cych dla
γ = 0,001 kG/cm3 i g boko ci 3 m. Schemat zapory przedstawiono na rysunku 2.67a.

Rys. 2.67. Wykresy si y tn cej i momentu zginaj cego

Rozwi zanie
Na obci enie desek sk ada si  parcie wody i reakcja podpór A i B. Na g boko-

ci x poni ej poziomu wody panuje ci nienie
pz = x × γ.

A poniewa  pz = qz i – jak wida  – qz zmienia si  proporcjonalnie do x, mamy do czy-
nienia z obci eniem ci g ym po trójk cie. Tak wi c obci enie u podstawy tamy wynosi

q300 = 0,001 . 300 = 0,3 kG/cm = 0,3 kN/m.

Aby wyznaczy  reakcj  pionow  w punkcie A bierzemy sum  momentów wzgl -
dem punktu B, natomiast przy wyznaczaniu reakcji pionowej w punkcie B korzystamy
z sumy rzutów si  na o  poziom .

a) b)

c) d)T x( ) M x( )

RB

RA

+

+

A

1 m
x1

x2

B

2 m

–0,05 0,175

2,12 m

–0,225 –0,0167

0,093

q300
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Wtedy
,013

2
12  300 =⋅⋅⋅−⋅=∑ qRM AB

sk d
RA = 0,225 kN.

Wykorzystuj c sum  rzutów si  na o  poziom  otrzymamy

,03
2
1

300 =⋅⋅−+=∑ qRRP BAy

sk d
RB = 0,225 kN.

Wydzielamy w belce dwa przedzia y.

1) Pierwszy przedzia  b dzie si  zmienia

0 ≤ x1 ≤ 1.

Ogólne równanie momentów dla pierwszego przedzia u b dzie mia o posta

,
3
1 11)1( xQM xx ⋅−=

gdzie

,
2
1

111 xqQ xx ⋅=

a poniewa :

,
33

1300
)1(

1

)1(300 xqq
x

qq
x

x ⋅
=⇒=

,
18

3
1300

)1(
xqM x −=

M(x1 = 0) = 0,

,kNm0167,0 
18

13
300

)1( −=
⋅

−==
qM lx

natomiast si a tn ca dla pierwszego przedzia u

,
6

2
1300

)1(
xqT x −=

dla:
T(x1 = 0) = 0,

.kN05,0 
6

12
300

)1( −=
⋅

−==
qT lx
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2) Drugi przedzia  b dzie si  zmienia
1 ≤ x2 ≤ 3.

Ogólne równanie momentów dla drugiego przedzia u b dzie mia o posta

,
3
1)1( 2)2(2)2( xQxRM xAx ⋅−−=

gdzie
,

2
1

222 xqQ xx ⋅=

a poniewa :

,
33

2300
)2(

2

)2(300 xqq
x

qq
x

x ⋅=⇒=

,
18
1)1(

4
3 3

23002300)2( xqxqM x ⋅−−=

,kNm0167,0 
18

13
300

)12( −=
⋅

−==
qM x

,0
18
27

2
3

300300)32( =−== qqM x

natomiast si a tn ca dla drugiego przedzia u:

,
6
1

4
3 2

2300300)2()2( xqqQRT xAx −=−=

kN,175,0
12
7

300)12( === qT x

kN.225,0 
12
9

300)32( −=−== qT x

Wyznaczenie maksymalnego momentu zginaj cego. Znajdujemy przekrój, w któ-
rym moment zginaj cy ma warto  maksymaln . Moment taki znajduje si  w drugim
przedziale. W celu wyznaczenia warto ci maksymalnej przyrównujemy si  tn c  dru-
giego przedzia u do zera.

Poniewa

,0
6
1

4
3 2

2300300)2(
2 =−== xqqT

dx
Md

x
x

st d
x0 dla 2 = 2,12 m.

Dla tej odci tej moment gn cy ma warto  maksymaln  i wynosi

kNm.093,0
18
1)1(

4
3 3

23002300)02( =⋅−−== xqxqM xx
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