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Wykaz u»ywanych oznacze« matematycznych

A, B, C, D � macierze w równaniach stanu z czasem ci¡gªym
C � zbiór liczb zespolonych
C¯ � wn¦trze koªa o jednostkowym promieniu i ±rodku w punkcie 0+ j·0 na pªasz-

czy¹nie zespolonej
detA, |A| � wyznacznik macierzy A

diag(a1, . . . , an) � macierz diagonalna z elementami a1, . . . , an na przek¡tnej gªównej
dt � ró»niczka zmiennej niezale»nej t

4x[k] � ró»nica w przód: ∆x[k] = x[k + 1]− x[k]

∇f(x), ∂f(x)
∂x � gradient skalarnej funkcji f wektorowego argumentu x

e � podstawa logarytmu naturalnego
E{X} � warto±¢ oczekiwana zmiennej losowej X

Φ, Γ, C, D � macierze w równaniach stanu z czasem dyskretnym
G(s) � transmitancja obiektu z czasem ci¡gªym
G[z] � transmitancja obiektu z czasem dyskretnym

Hf(x), ∇2f(x) � hesjan skalarnej funkcji f wektorowego argumentu x

Im s � cz¦±¢ urojona liczby zespolonej s

j, j � oznaczenie jednostki urojonej, j =
√−1

J � wska¹nik jako±ci
k � numer (indeks) dyskretnej chwili czasu tk (k ∈ Z lub k ∈ N)

k|m � oznaczenie podzielno±ci liczby k przez m (k, m ∈ N, m 6= 0)
K � macierz wzmocnie« wielowymiarowego regulatora proporcjonalnego od stanu

lub wyj±cia
L � macierz sprz¦»enia od wyj±cia obiektu w identyczno±ciowym obserwatorze

Luenbergera
λ(A) � zbiór warto±ci wªasnych macierzy A

|λ(A)| � zbiór moduªów warto±ci wªasnych macierzy A

N � zbiór liczb naturalnych ª¡cznie z zerem (0 ∈ N)
p, n, q � liczba wej±¢, zmiennych stanu i wyj±¢ systemu dynamicznego

Q, R, S � macierze wagowe w kwadratowym caªkowym (lub sumacyjnym) wska¹niku
jako±ci

Qc � macierz sterowalno±ci liniowego systemu dynamicznego
Qo � macierz obserwowalno±ci liniowego systemu dynamicznego
R � zbiór liczb rzeczywistych
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Reλ(A) � zbiór cz¦±ci rzeczywistych warto±ci wªasnych macierzy A

Re s � cz¦±¢ rzeczywista liczby zespolonej s

rankA � rz¡d macierzy A

|s| � moduª liczby zespolonej s

t � czas z dziedziny ci¡gªej (t ∈ R lub t ∈ [0, ∞))
trA � ±lad macierzy A

T � okres próbkowania (dyskretyzacji w czasie) sygnaªu z czasem ci¡gªym
τ � opó¹nienie komunikacyjne, czas trwania pewnej akcji lub czas oblicze«

τS , τA � czas trwania akcji czujnika i urz¡dzenia wykonawczego
τC � czas oblicze« wykonywanych przez kompensator dynamiczny lub regulator
τN � opó¹nienie przesyªu pakietu w sieci telekomunikacyjnej

v(x) � funkcjonaª Lapunowa lub kandydat na funkcjonaª Lapunowa
w(z) � wielomian charakterystyczny macierzy

x[k], u[k], y[k] � wektor stanu, sygnaªy wej±ciowy i wyj±ciowy systemu dynamicznego z czasem
dyskretnym

x(t), u(t), y(t) � wektor stanu, sygnaªy wej±ciowy i wyj±ciowy systemu dynamicznego z czasem
ci¡gªym

x̂, ˆ̂x � estymata lub prognoza zmiennej x

x̃ � bª¡d estymacji zmiennej x (ró»nica mi¦dzy estymat¡ a warto±ci¡ rzeczywist¡)
x̄ � rozszerzony wektor stanu

dxe � zaokr¡glenie w gór¦
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Lista symboli stosowanych na schematach blokowych

A � Acutator � urz¡dzenie wykonawcze
Ar � Arbiter � ukªad arbitra»u
B � Bu�er � bufor
C � Controller � regulator, kompensator dynamiczny

DC � Dynamic Compesator � kompensator dynamiczny
E � Estimator, Predictor � urz¡dzenie estymuj¡ce, urz¡dzenie prognozuj¡ce
H � Hold � zatrzask (analogowy lub cyfrowy)
I � Interface � sprz¦g (interfejs)

LC � Local Computer � komputer lokalny (miejscowy)
OC � Other Computer � dodatkowy (inny, trzeci) komputer
M � Model � model obiektu

MB � Message Box � skrzynka pocztowa
MS � Multiport Switch, Multiplexer � przeª¡cznik wielobiegunowy, multiplekser
N � Network � sie¢ telekomunikacyjna

Na � Actuator Network � sie¢ telekomunikacyjna wspóªpracuj¡ca z urz¡dzeniem wykonawczym
Ns � Sensor Network � sie¢ telekomunikacyjna wspóªpracuj¡ca z czujnikiem
P � Plant � obiekt regulacji

Pc � Continuous Plant � obiekt regulacji opisany modelem matematycznym z czasem ci¡gªym
Pd � Discrete Plant � obiekt regulacji opisany modelem matematycznym z czasem dyskretnym
Q � Queue � kolejka
R � Reference Source � zadajnik (¹ródªo sygnaªu warto±ci zadanej)

RC � Remote Computer � komputer zdalny (odlegªy)
RI � Resettable Integrator � kasowalny (zerowalny) integrator
S � Sensor, Sampler � czujnik, urz¡dzenie próbkuj¡ce

SP � Smith Predictor � predyktor Smitha
SS � Settings Source � nastawnik (¹ródªo nastaw dla regulatora)
T � Timer � zegar

Ta � Actuator Timer � zegar taktuj¡cy urz¡dzenie wykonawcze
Tb � Bu�er Timer � zegar taktuj¡cy bufor
Tc � Controller Timer � zegar taktuj¡cy regulator lub kompensator
Ts � Sensor Timer � zegar taktuj¡cy czujnik
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Obja±nienia skrótowców wyst¦puj¡cych w tek±cie

ABS � Anti-Blocking Brake System � system chroni¡cy przed po±lizgiem przy hamowa-
niu

ADC, A/C � Analog-Digital Converter � przetwornik analogowo-cyfrowy
ADS � Asynchronous Dynamical System � asynchroniczny system dynamiczny
API � Application Programming Interface � interfejs programowy u»ytkownika
ARP � Address Resolution Protocol � protokóª zapytania o adres sprz¦towy (MAC) karty

sieciowej w w¦¹le, gdy znany jest adres IP w¦zªa sieciowego
(AS) � Asymptotically Stable � asymptotycznie stabilny
ASIC � Application Speci�c Integrated Circuit � elektroniczny ukªad scalony zaprojekto-

wany do realizacji z góry ±ci±le okre±lonego zadania1

BIBO � Bounded Input, Bounded Output � ograniczone wej±cie, ograniczone wyj±cie
BMI � Bilinear Matrix Inequality � biliniowa nierówno±¢ macierzowa
CIP � Common Industrial Protocol � wspólny protokóª przemysªowy
CRC � Cyclic Redundancy Check � cykliczny kod nadmiarowy

CSMA/AMP � Carrier Sense Multiple Access with Arbitration on Message Priority � wielodost¦p
z nasªuchiwaniem i arbitra»em w oparciu o priorytety wiadomo±ci

CSMA/BA � Carrier Sense Multiple Access with Bitwise Arbitration � wielodost¦p z nasªuchi-
waniem i rozstrzyganiem bitowym

CSMA/CA � Carrier Sense Multiple Access with Collision Avoidance � wielodost¦p z nasªu-
chiwaniem i unikaniem kolizji

CSMA/CD � Carrier Sense Multiple Access with Collision Detection � wielodost¦p z nasªuchi-
waniem i wykrywaniem kolizji

DAC, C/A � Digital-Analog Converter � przetwornik cyfrowo-analogowy
DC � Direct Current � pr¡d staªy

DCS � Distributed Control System � rozproszony ukªad sterowania (lub regulacji)
DDC � Direct Digital Control � bezpo±rednie sterowanie cyfrowe

DNCS � Distributed Networked Control System � rozproszony sieciowy ukªad sterowania
FIFO � First-In, First-Out � kolejka zachowuj¡ca kolejno±¢ elementów
FOH � First Order Hold � ekstrapolator pierwszego rz¦du

GPRS � General Packet Radio Service � usªuga pakietowego przesyªu danych w sieci GSM
GSM � Global System for Mobile Communications � naziemny system telefonii komór-

kowej

1http://pl.wikipedia.org/wiki/ASIC
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HVAC � Heating, Ventilation, Air Conditioning � ogrzewanie, wentylacja, klimatyzacja
ICMP � Internet Control Message Protocol � protokóª wykorzystywany w diagnostyce

sieci komputerowych i routingu
IDE � Integrated Development Environment � zintegrowane ±rodowisko programistyczne

ICCS � Integrated Communication and Control Systems � zintegrowany system komuni-
kacji i sterowania

IFOH � Improved First Order Hold � ulepszony ekstrapolator pierwszego rz¦du
IMC � Internal Model Control � sterowanie z wewn¦trznym (wbudowanym) modelem
LMI � Linear Matrix Inequality � liniowa nierówno±¢ macierzowa
LQ � Linear-Quadratic � liniowo-kwadratowy

MFC � Microsoft Foundation Class (Library) � biblioteka programistyczna Visual C++
MIMO � Multiple Input, Multiple Output � obiekt o wielu wej±ciach i wielu wyj±ciach

(wielowymiarowy2)
(NAS) � Non-asymptotically Stable � stabilny, lecz nie asymptotycznie (S\NS)
NBCS � Network-Based Constrol System � system sterowania oparty na sieci
NCS � Networked Control System � sieciowy ukªad sterowania (lub regulacji)
NIC � Network Interface Controller/Card � karta sieciowa
(NS) � Unstable, Nonstable � niestabilny

ODVA � Open DeviceNet Vendors Association � Otwarte Stowarzyszenie Dostawców De-
viceNet

PID � Proportional-Integral�Derivative Controller � regulator z akcjami proporcjo-
naln¡, caªkuj¡c¡ i ró»niczkuj¡c¡

PLC � Programmable Logic Controller � programowalny sterownik logiczny
QoS � Quality of Service � jako±¢ usªug
RMS � Root Mean Square � ±rednia kwadratowa
RT � Real Time � czas rzeczywisty

RTAI � Real-Time Application Interface � interfejs aplikacji czasu rzeczywistego
RTW � Real-Time Workshop � przybornik programu MATLAB wykorzystywany do au-

tomatycznej generacji kodu na podstawie schematu blokowego w Simulinku
RTWT � Real-Time Windows Target � przybornik programu MATLAB umo»liwiaj¡cy au-

tomatyczne tworzenie aplikacji czasu rzeczywistego dla systemu operacyjnegoMS
Windows, na podstawie kodu wygenerowanego w oparciu o schemat blokowy w Si-
mulinku

S&H � Sample and Hold � próbkowanie z podtrzymaniem
SISO � Single Input, Single Output � obiekt o jednym wej±ciu i jednym wyj±ciu
SOH � Second Order Hold � ekstrapolator drugiego rz¦du

TCP/IP � Transfer Control Protocol / Internet Protocol � poª¡czeniowy protokóª interne-
towy

TDMA � Time Division Multiple Access � wielodost¦p z podziaªem czasu

2Wedªug niektórych ¹ródeª obiektem wielowymiarowym jest jedynie taki obiekt o wielu wej±ciach i wyj±ciach,
w którym wyst¦puj¡ sprz¦»enia skro±ne.
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UDP/IP � User Datagram Protocol / Internet Protocol � bezpoª¡czeniowy protokóª interne-
towy

VLAN � Virtual Local Area Network � wirtualna sie¢ lokalna
WLAN � Wireless Local Area Network � bezprzewodowa sie¢ lokalna

ZOH � Zero Order Hold � ekstrapolator zerowego rz¦du
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Rozdziaª I

Wprowadzenie

Istotna cz¦±¢ wspóªcze±nie projektowanych i budowanych systemów automatyki to ukªady rozpro-
szone. Do przesyªania informacji wykorzystuje si¦ w nich cyfrowe sieci telekomunikacyjne: dedyko-
wane (np. CAN, Pro�Bus, WorldFip, LonWorks, ControlNet, DeviceNet) b¡d¹ ogólnego przezna-
czenia (np. Ethernet, Wi-Fi, Internet, GSM/GPRS). Systemy te znajduj¡ zastosowanie zarówno
w automatyce przemysªowej (procesy ci¡gªe, wsadowe, linie monta»owe), jak i w automatyzacji
±rodków transportu (l¡dowego, wodnego, powietrznego) oraz budynków ró»norakiego przeznaczenia
(mieszkalnych, produkcyjnych, komunalnych).

Mo»liwo±ci zastosowania w systemach rozproszonych klasycznych metod projektowania algorytmów
regulacji s¡ istotnie ograniczone. Metody te nie uwzgl¦dniaj¡ bowiem zjawisk zwi¡zanych z przesy-
ªem przez sie¢ telekomunikacyjn¡ sygnaªów wyst¦puj¡cych w ukªadzie sterowania. Pomini¦cie obec-
no±ci sieci na etapie doboru struktury i nastaw regulatorów prowadzi zwykle do pogorszenia jako±ci
regulacji czy wr¦cz utraty stabilno±ci systemu. Z drugiej strony, wykorzystanie uproszczonej wiedzy
o wªasno±ciach sieci komunikacyjnej daje rozwi¡zania charakteryzuj¡ce si¦ znaczn¡ zachowawczo-
±ci¡. Dlatego konieczne jest stworzenie metod sterowania, uwzgl¦dniaj¡cych nie tylko wªasno±ci
obiektu regulacji, ale równie» charakter, struktur¦ i warunki pracy sieci telekomunikacyjnej u»ytej
do wymiany informacji. Metod, które pozwol¡ na uzyskanie wysokiej jako±ci regulacji, zapewniaj¡c
jednocze±nie pewno±¢ dziaªania i niezawodno±¢ systemu.

Cel, jaki postawiª sobie Autor niniejszej rozprawy, to opracowanie algorytmów sterowania systemów
dynamicznych z wykorzystaniem rozproszonych struktur ukªadów regulacji. W pracy przedstawiono
uzyskane algorytmy i zawarto wyniki bada« wykazuj¡ce ich podwy»szon¡ odporno±¢ na efekty wno-
szone przez rozproszony charakter aplikacji steruj¡cej. Uwzgl¦dniono w szczególno±ci staªe i zmienne
opó¹nienia w przepªywie sygnaªów, ograniczon¡ cz¦stotliwo±¢ przesªa« sieciowych i zjawisko utraty
danych. Praca, obok rozwa»a« teoretycznych, zawiera wyniki symulacji komputerowych oraz ekspe-
rymentów, a w wielu miejscach zamieszczono w niej uwagi i wskazówki implementacyjne.

I.1 Organizacja i zawarto±¢ rozprawy

Organizacja niniejszej pracy jest nast¦puj¡ca: w obecnym rozdziale, Wprowadzenie, zamieszczono
ogóln¡ charakterystyk¦ rozproszonych ukªadów regulacji oraz sformuªowano tez¦ rozprawy. Rozdziaª
drugi, Stan wiedzy, przybli»a aktualny ±wiatowy zasób wiedzy w dyscyplinie, której dotyczy niniej-
sza rozprawa. Ze wzgl¦du na ramy i charakter opracowania, przegl¡d ten nie jest kompletny. Autor
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staraª si¦ jednak tak dobra¢ zawarty w nim materiaª, by zasygnalizowa¢ najwa»niejsze kierunki
i trendy bada« w dziedzinie systemów rozproszonych. Nast¦pny rozdziaª, Algorytmy sterowania w
systemach rozproszonych, stanowi zasadnicz¡ cz¦±¢ niniejszej pracy. Mie±ci on opisy oraz wyniki
bada« przeprowadzonych przez Autora. Jest podzielony na szereg podrozdziaªów, prezentuj¡cych
odmienne metody rozwi¡zywania ró»nych problemów sterowania, spotykanych w systemach rozpro-
szonych. Podziaªu na podrozdziaªy dokonano wedªug klucza zorientowanego w pierwszej kolejno±ci
(zasadniczo) na problemy, a w drugiej (pomocniczo) � na metody ich rozwi¡zywania. Autor staraª
si¦ zachowa¢ logiczny ukªad i kolejno±¢ tematów, tak by kolejne podrozdziaªy bazowaªy na poprzed-
nich. Rozpraw¦ zamyka rozdziaª Podsumowanie, w którym zawarto uwagi ko«cowe, odniesiono si¦
do tez pracy oraz nakre±lono kierunki dalszych bada«.

I.2 Ewolucja systemów rozproszonych

W pocz¡tkowym okresie rozwoju automatyki systemy sterowania w przemy±le miaªy prost¡ kon-
strukcj¦ i stanowiªy zbiór w znacznym stopniu niezale»nych (autonomicznych), nie wspóªpracuj¡cych
ze sob¡ bezpo±rednio ukªadów regulacji automatycznej (rysunek I.1). Byªy to z reguªy najprostsze
ukªady regulacji jednowymiarowej (o jednym wej±ciu i jednym wyj±ciu), rzadziej � wielowymiarowej,
a niekiedy równie» ukªady kaskadowe [113]. Wykorzystywano w nich regulatory o dziaªaniu ci¡gªym
(analogowe) o nieskomplikowanych funkcjach, gªównie PID. Podobnie analogowe byªy wszystkie
przesyªane i przetwarzane w tych systemach sygnaªy.

CzujnikiUrządzenia
wykonawcze Wielowymiarowy

obiekt regulacji

Regulatory

Jednowymiarowe obiekty regulacji

O34 O1O2

C1C2

C3

C4

S1A1S2A2

S3

S4

A3

A4

Rys. I.1: Zbiór niezale»nych ukªadów regulacji.

Gdy pojawiªy si¦ ukªady cyfrowe i mikrokomputery, a ich ceny i niezawodno±¢ osi¡gn¦ªy akcepto-
walny poziom, zaadaptowano je dla potrzeb automatyki. Jedna z dróg ich wykorzystania polegaªa
na zast¦powaniu regulatorów analogowych ich funkcjonalnymi odpowiednikami cyfrowymi. Druga
droga to wykorzystanie komputerów do budowy systemów bezpo±redniego sterowania cyfrowego
(DDC � Direct Digital Control) [141]. Dzi¦ki znacznej dost¦pnej mocy obliczeniowej, ukªady ta-
kie mogªy realizowa¢ skomplikowane funkcje i przetwarza¢ wi¦ksz¡ liczb¦ sygnaªów procesowych.
Mo»liwa byªa realizacja ukªadów regulacji wielowymiarowej (o wielu wej±ciach i wielu wyj±ciach).
Systemy te miaªy charakter scentralizowany � jeden komputer realizowaª szereg ró»nych zada«
i przetwarzaª wiele zmiennych (rysunek I.2). Poza komputerem wszystkie sygnaªy z czujników i do
urz¡dze« wykonawczych przesyªane byªy w postaci analogowej.

Podstawow¡ wad¡ sterowania scentralizowanego byªa wra»liwo±¢ ukªadu regulacji na awarie jedy-
nego obecnego w nim komputera, skutkuj¡c¡ nieprawidªow¡ prac¡ caªego systemu. By zabezpieczy¢
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Rys. I.2: Scentralizowany ukªad regulacji.

si¦ przed tak¡ ewentualno±ci¡, zacz¦to stosowa¢ zapasowy komputer (back-up), który byª w stanie
przej¡¢ funkcj¦ zasadniczego sterownika w razie jego awarii. Do realizacji tego celu konieczne byªo
stosowanie arbitrów, wykrywaj¡cych fakt awarii i przeª¡czaj¡cych sterowniki (zasadniczy i zapa-
sowy). Zastosowanie dwóch komputerów i organizacja komunikacji mi¦dzy nimi stanowiªy zapowied¹
nadej±cia rozproszonych struktur sterowania.

Z czasem wymaganie wi¦kszej niezawodno±ci, przy rosn¡cym zag¦szczeniu ukªadów regulacji i wobec
malej¡cych cen sprz¦tu, doprowadziªo do dekompozycji wi¦kszych systemów na mniejsze podsys-
temy skªadowe. Sercem ka»dego z nich byª komputer przemysªowy lub programowalny sterownik
logiczny (PLC). By umo»liwi¢ komunikacj¦ mi¦dzy odr¦bnymi skªadnikami systemu, wprowadzono
przemysªowe sieci telekomunikacyjne (�eldbus). Po±redniczyªy one tylko w przesyªaniu ograniczonej
ilo±ci danych �wy»szego poziomu� miedzy sterownikami czy komputerami (rysunek I.3). Sygnaªy
procesowe od czujników i do urz¡dze« wykonawczych w dalszym ci¡gu przesyªane byªy w postaci
analogowej. Ta kon�guracja, któr¡ nazwiemy zdecentralizowan¡, miaªa w pewnym stopniu charakter
rozproszony.

O34 O2 O1
S1A1S2A2

S3

S4

A3

A4

C12C34

Sieć telekomunikacyjna

Interfejsy sieciowe

Rys. I.3: Zdecentralizowany ukªad regulacji.

Dalszy spadek cen ukªadów elektroniki cyfrowej oraz jej rozwój doprowadziªy do powstania w peªni
rozproszonych systemów sterowania. W systemach takich cyfrow¡ sieci¡ telekomunikacyjn¡ poª¡-
czone s¡ nie tylko sterowniki, ale tak»e czujniki i urz¡dzenia wykonawcze (rysunek I.4). Ich sygnaªy
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przesyªane s¡ w postaci cyfrowej. Sie¢ po±redniczy wi¦c nie tylko w komunikacji mi¦dzy sterowni-
kami, ale te» w przepªywie znacznej zwykle ilo±ci danych procesowych, a wi¦c danych �najni»szego
poziomu�. Oznacza to, »e sie¢ jest wª¡czona w p¦tle sprz¦»e« zwrotnych ukªadów regulacji. Cz¦sto
funkcje komunikacji pomi¦dzy sterownikami s¡ rozdzielone od funkcji wymiany danych z czujni-
kami i urz¡dzeniami wykonawczymi; realizuj¡ je odr¦bne sieci transmisyjne, zwykle ró»nych typów.
Taka struktura systemu poci¡ga za sob¡ konieczno±¢ wyposa»enia ka»dego czujnika i urz¡dzenia
wykonawczego w interfejs komunikacyjny, st¡d cz¦sto okre±la si¦ je mianem �inteligentnych�.

Sieci
telekomunikacyjne

O1O2
S2A2 S1A1

S3

S4

A3

A4

C34 C12 Interfejsy
sieciowe

O34

Rys. I.4: Rozproszony (sieciowy) ukªad regulacji.

Dane procesowe o pracy systemu s¡ cz¦sto zapisywane i przechowywane do pó¹niejszego wykorzysta-
nia. S¡ te» wykorzystywane do wizualizacji przebiegu procesu, do wykrywania sytuacji awaryjnych
oraz do wspomagania podejmowania decyzji produkcyjnych. Ostatnie z podanych zastosowa« wy-
maga zazwyczaj wst¦pnej obróbki danych procesowych i ich agregacji. Ka»de z wymienionych zada«
jest z reguªy realizowane przez odr¦bn¡ jednostk¦ obliczeniow¡. W takim przypadku system sterowa-
nia rozbudowuje si¦, dodaj¡c komputery-serwery zbieraj¡ce dane ze sterowników, cz¦sto wst¦pnie je
przetwarzaj¡ce i udost¦pniaj¡ce nast¦pnym jednostkom. W tym ostatnim zadaniu po±redniczy ko-
lejna sie¢ komputerowa. Tak powstaªy ukªad ma zazwyczaj struktur¦ hierarchiczn¡, w której granice
mi¦dzy poziomami hierarchii wyznaczone s¡ przez kolejne sieci telekomunikacyjne u»yte w syste-
mie. Przykªad takiego systemu przedstawiony jest na rysunku I.5. Dla zwi¦kszenia przejrzysto±ci na
schemacie pomini¦to cz¦±¢ bloków reprezentuj¡cych interfejsy sieciowe.

W niektórych rozwi¡zaniach w systemie rozproszonym nie s¡ wyra¹nie oddzielone funkcje regulato-
rów, czujników i urz¡dze« wykonawczych. Zamiast tego ukªad traktuje si¦ jako zbiór poª¡czonych
sieci¡ telekomunikacyjn¡, równouprawnionych w¦zªów, z których ka»dy mo»e peªni¢ jedn¡ lub kilka
spo±ród wymienionych wy»ej ról (rysunek I.6). Sytuacj¦ tak¡ spotyka si¦ mi¦dzy innymi w systemach
automatyzacji budynków [109].
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Rys. I.5: Rozproszony ukªad regulacji o strukturze hierarchicznej.
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Rys. I.6: Rozproszony ukªad regulacji jako zbiór równouprawnionych w¦zªów sieciowych.

I.3 Formalna de�nicja rozproszonego systemu sterowania

Poni»ej zamieszczono dwie najpopularniejsze de�nicje rozproszonego systemu sterowania, zaczerp-
ni¦te z literatury [77,127].

De�nicja I.1 Rozproszonym systemem sterowania nazywamy ukªad sterowania automatycznego,
w którym p¦tla sprz¦»enia zwrotnego zamyka si¦ przez sie¢ telekomunikacyjn¡. [127]

De�nicja I.2 Rozproszonym systemem sterowania nazywamy ukªad sterowania automatycznego,
którego elementy (regulatory, czujniki, urz¡dzenia wykonawcze), które wyposa»ono w interfejsy sie-
ciowe, poª¡czone s¡ za po±rednictwem sieci telekomunikacyjnej [77].
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Powy»sze de�nicje mo»na traktowa¢ jako równowa»ne i b¦d¡ one obowi¡zywa¢ w dalszej cz¦±ci ni-
niejszej rozprawy. Na rysunkach I.7a�I.7c przedstawiono schematy blokowe przykªadowych systemów
rozproszonych. Warto tu wspomnie¢, »e niektórzy badacze wprowadzaj¡ odmienn¡, szersz¡ de�nicj¦
rozproszonego ukªadu regulacji jako takiego, w którym przynajmniej jeden z sygnaªów (warto±¢ za-
dana, nastawy regulatora, sterowanie, pomiar) przesyªany jest za po±rednictwem sieci. W my±l tej
de�nicji systemami rozproszonymi s¡ równie» ukªady przedstawione na rysunkach I.7d�I.7e, chocia»
p¦tla sprz¦»enia zwrotnego nie jest w nich zamkni¦ta przez sie¢.

C

a)
PR N

C

b)
PR

N

N

C

C

C

c)

d)

e)

P

P

P

R

R

R

SS

N

N

N

Rys. I.7: Schematy blokowe przykªadowych rozproszonych systemów sterowania (N � sie¢ teleko-
munikacyjna, C � regulator (kompensator), P � obiekt, R � zadajnik (¹ródªo warto±ci zadanej), SS
� nastawnik (¹ródªo nastaw regulatora)).

Wielu autorów zamiast terminu rozproszone systemy sterowania (DCS � Distributed Control Sys-
tems) stosuje nazw¦ sieciowe systemy sterowania (NCS � Networked Control Systems) [30]. Cho¢
w niektórych pracach odmiennie de�niuje si¦ oba te poj¦cia [63,141] (DCS to system przedstawiony
na rysunku I.4, a NCS � na rysunku I.6), my potraktujemy je jako synonimy. Inne spotykane w lite-
raturze nazwy to rozproszone sieciowe ukªady sterowania (DNCS � Distributed Networked Control
Systems) [98], systemy sterowania oparte na sieci (NBCS � Network-Based Control Systems) [70]
oraz zintegrowane systemy komunikacji i sterowania (ICCS � Integrated Communication and Con-
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trol Systems) [133]. Terminu Distributed Control System nie nale»y myli¢ z Distributed Computing
System [73]. Cho¢ oba opisane s¡ przez taki sam akronim (DCS) i w obu wyst¦puj¡ w¦zªy sieciowe
wymieniaj¡ce dane za po±rednictwem sieci telekomunikacyjnej, to jedynie w przypadku distributed
control system zasadniczym, jasno okre±lonym celem jest sterowanie.

W niniejszej rozprawie, ilekro¢ zajdzie potrzeba odró»nienia rozproszonego systemu regulacji od
ukªadu, w którym wszystkie sygnaªy s¡ przesyªane bez po±rednictwa sieci, ten ostatni okre±lany
b¦dzie przymiotnikiem klasyczny.

I.4 Charakterystyka systemów rozproszonych

Wspóªcze±nie najwa»niejsze (cho¢ nie jedyne) obszary zastosowa« rozproszonych systemów stero-
wania obejmuj¡ nast¦puj¡ce dziedziny:

1. Automatyzacja procesów przemysªowych:

(a) sterowanie procesami ci¡gªymi (przemyª chemiczny),
(b) sterowanie procesami wsadowymi,
(c) automatyzacja linii produkcyjnych i monta»owych (przemysª motoryzacyjny),
(d) zarz¡dzanie produkcj¡ i wspomaganie magazynowania.

2. Automatyzacja budynków (tak zwane inteligentne budynki [80]):

(a) sterowanie o±wietleniem sztucznym (elektrycznym) i naturalnym (sªonecznym),
(b) sterowanie wentylacj¡, ogrzewaniem i klimatyzacj¡ (HVAC � Heating, Ventilation, Air

Conditioning) [47],
(c) kontrola i ograniczenie dost¦pu, sprz¦»one z systemem alarmowym,
(d) rejestracja czasu pracy personelu,
(e) systemy przeciwpo»arowe.

3. Ukªady automatyki pokªadowej pojazdów (samochodów, samolotów, statków) [36,75]:

(a) sterowanie prac¡ silnika,
(b) ukªady antypo±lizgowe, wspomagaj¡ce ukªad hamulcowy (ABS),
(c) nawigacja satelitarna,
(d) systemy multimedialne,
(e) centralny zamek, elektrycznie opuszczane szyby,
(f) klimatyzacja, ogrzewanie i wentylacja.

4. Sterowanie ruchem drogowym w miastach [51].

5. Systemy monitorowania stanu rzek oraz zbierania informacji pogodowych [24].

Rozpi¦to±¢ terytorialna systemów rozproszonych mo»e by¢ bardzo ró»na. W przypadku ukªadu au-
tomatyzacji samochodu osobowego czy obrabiarki sterowanej numerycznie, wynosi kilka metrów;
przy automatyzacji budynku lub przemysªowej linii produkcyjnej � kilkaset, a je±li system rozpro-
szony u»yty jest to zbierania danych pogodowych � wiele tysi¦cy kilometrów. Ró»ne s¡ te» sposoby
przesyªania danych w systemach rozproszonych oraz rodzaje u»ywanych mediów i protokoªów ko-
munikacyjnych. Wykorzystywane s¡ sieci przemysªowe, zwane te» magistralami polowymi (�eldbus),
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sieci �biurowe�, np. Ethernet, Internet, a tak»e ª¡czno±¢ bezprzewodowa, na przykªad technologia
Wi-Fi przy maªych zasi¦gach czy GSM/GPRS dla systemów o du»ej rozpi¦to±ci terytorialnej. Nie-
kiedy w przesyªanie danych zaanga»owana jest ª¡czno±¢ satelitarna. Ró»ne s¡ te» wymagania co do
szybko±ci transmisji, ilo±ci przesyªanych danych i niezawodno±ci systemu. W przypadku sterowania
turbin¡ parow¡, przerwy w dziaªaniu systemu s¡ niedopuszczalne, natomiast w przypadku systemu
zbieraj¡cego dane pogodowe, krótkotrwaªe przerwy w pracy mo»na zaakceptowa¢.

Sieci telekomunikacyjne stosowane w rozproszonych systemach sterowania mo»na podzieli¢ na dwie
podstawowe grupy:

1. Sieci i magistrale przemysªowe (Control Networks).

2. Sieci ogólnego przeznaczenia, przewodowe i bezprzewodowe (Data Networks).

Pierwsze z nich zapewniaj¡ pewn¡ (w znaczeniu: deterministyczn¡) transmisj¦ w czasie rzeczywi-
stym i przystosowane s¡ do przesyªania z du»¡ cz¦stotliwo±ci maªych porcji danych. S¡ wobec tego
stosowane gªównie na poziomie sterowania bezpo±redniego, do zbierania danych z czujników pomia-
rowych oraz wysyªania sterowa« do urz¡dze« wykonawczych. Z kolei sieci ogólnego przeznaczenia
nie gwarantuj¡ niezawodnej dostawy danych w nieprzekraczalnym czasie, ale mog¡ przesyªa¢ du-
»ymi porcjami znaczne ilo±ci danych. W ukªadach automatyki stosowane s¡ na wy»szych poziomach
hierarchii � raczej w zadaniach wizualizacji, archiwizacji danych, zarz¡dzaniu, ni» w sterowaniu
bezpo±rednim. Wyj¡tek stanowi sie¢ Ethernet, o której powiemy szerzej w podrozdziale I.4.1. W ta-
beli I.1 zebrano przykªadowe typy i podstawowe wªasno±ci sieci telekomunikacyjnych najcz¦±ciej
wykorzystywanych w automatyzacji [45].

W przemy±le udziaª klasycznych ukªadów regulacji automatycznej systematycznie maleje. Ust¦puj¡
one pola systemom rozproszonym. W±ród tych ostatnich natomiast coraz silniejsz¡ pozycj¦ zyskuj¡
rozwi¡zania wykorzystuj¡ce ª¡czno±¢ bezprzewodow¡, cho¢ wci¡» s¡ w mniejszo±ci. Wykres przedsta-
wiony na rysunku I.8, zaczerpni¦tym z artykuªu [62], przedstawia dane faktyczne oraz prognozy do-
tycz¡ce popularno±ci konkurencyjnych technologii bezprzewodowych w polskich przedsi¦biorstwach.

O coraz powszechniejszym zastosowaniu systemów rozproszonych zadecydowaªy ich liczne zalety
w porównaniu z systemami klasycznymi. Poni»ej zebrano najwa»niejsze z nich:

1. U»ycie magistralowej sieci transmisji danych umo»liwia cz¦sto redukcj¦ okablowania i zmniej-
szenie zwi¡zanych z nim kosztów.

2. Wyst¦puj¡ca w systemach rozproszonych decentralizacja sterowania zwi¦ksza odporno±¢ caªo-
±ci na awarie poszczególnych skªadników.

3. Zmiana kon�guracji ukªadu nie wymaga prowadzenia nowych przewodów i ogranicza si¦ do
mody�kacji programowych, a nie sprz¦towych.

4. Ceny systemów rozproszonych staj¡ si¦ konkurencyjne w stosunku do klasycznych.

5. Uªatwione jest tworzenie hierarchicznej struktury sterowania i integracja z systemami nad-
rz¦dnymi.

6. �atwo±¢ rezerwowania (redundowania) ukªadów.
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Tab. I.1: Przykªady sieci telekomunikacyjnych stosowanych w rozproszonych systemach sterowania.

Nazwa Charakterystyka
CAN Technologia pocz¡tkowo stosowana gªównie do budowy sieci pokªadowych w samochodach. Jako

medium wykorzystuje skr¦con¡ par¦ przewodów. Zaimplementowano w niej protokóª dost¦pu do
medium CSMA/BA (Carrier Sense Multiple Access with Bitwise Arbitration). Ma topologi¦ ma-
gistralow¡. Adresy (a zarazem priorytety) przypisane s¡ wiadomo±ciom, a nie w¦zªom.

ControlNet Technologia b¦d¡ca czªonkiem rodziny CIP (Common Industrial Protocol). Jako medium sie¢ ta
wykorzystuje kabel koncentryczny ze zª¡czami BNC. Determinizm czasowy komunikacji osi¡gni¦to
dzi¦ki ±cisªemu harmonogramowaniu transmisji krytycznych czasowo na etapie kon�guracji sieci.
Istnieje mo»liwo±¢ peªnej redundancji (rezerwowania) okablowania.

EIB Sie¢ z przesyªem danych w trybie peer to peer. Wykorzystuje protokóª dost¦pu do danych
CSMA/CA. Dopuszcza trzy topologie: magistralow¡, gwia¹dzist¡, oraz drzewiast¡, które mog¡
by¢ ª¡czone. Maksymalna liczba w¦zªów w sieci to 57 375. Stosowana w automatyzacji budynków.

Ethernet Sie¢ wykorzystuj¡ca protokóª dost¦pu do medium CSMA/CD (Carrier Sense Multiple Access with
Collision Detection), nie zapewniaj¡cy determinizmu czasowego. Popularna, szeroko rozpowszech-
niona. Osprz¦t sieciowy tani, ªatwo dost¦pny, oferowany przez wielu producentów. Wyst¦puje
w kilku odmianach ró»ni¡cych si¦ u»ytym medium (przewód koncentryczny, skr¦cone pary prze-
wodów), topologi¡ (magistralowa, gwia¹dzista / drzewiasta) oraz pr¦dko±ci¡ transmisji (10Mbit/s,
Fast, Gigabit, 10 gigabit). Obecnie u»ywana gªównie w wersji Switched Ethernet.

EtherNet/IP Protokóª przeznaczony do zastosowa« w automatyzacji procesów, bazuje na TCP/IP. Korzysta ze
standardowego sprz¦tu sieciowego Ethernet. Jest jednym z �larów (obok DeviceNet i ControlNet)
protokoªu CIP (Common Industrial Protocol).

GSM/GPRS Technologia GPRS (General Packet Radio Service), korzystaj¡ca z GSM (Global System for Mo-
bile Communications) umo»liwia przesyªanie danych pakietowych za po±rednictwem sieci telefonii
komórkowych. Nie jest przeznaczona do zada« automatyki i nie zapewnia determinizmu czaso-
wego. Jej atrakcyjno±¢ wynika natomiast ze znacznego zasi¦gu terytorialnego i bezprzewodowego
charakteru, który umo»liwia budowanie rozlegªych systemów sterowania lub akwizycji danych bez
konieczno±ci ponoszenia dodatkowych nakªadów na infrastruktur¦.

Internet Szeroko rozpowszechniona sie¢ o praktycznie nieograniczonej rozlegªo±¢ terytorialnej. Cechuje j¡
ró»norodno±¢ wykorzystywanych warstw �zycznych, brak gwarancji udanej transmisji, brak od-
porno±ci na ingerencj¦ osób trzecich.

LIN Sie¢ wykorzystywana w motoryzacji do wymiany maªych ilo±ci danych z inteligentnymi czujnikami
i urz¡dzeniami wykonawczymi. W skªad pojedynczego segmentu sieci wchodzi jeden w¦zeª typu
master oraz do szesnastu w¦zªów typu slave. Wymian danych odbywa si¦ na zasadzie odpytywania.
LIN wykorzystywana jest zwykle pomocniczo jako �podsie¢� w stosunku do sieci CAN.

LonWorks Sie¢ stosowana gªównie w automatyzacji budynków. Dopuszcza dowoln¡ (mieszan¡) topologi¦.
Jako medium komunikacyjne mo»e wykorzystywa¢ mi¦dzy innymi par¦ skr¦conych przewodów,
instalacj¦ energetyczn¡, ±wiatªowody, ª¡czno±¢ radiow¡ i w podczerwieni. U»ywa protokoªu dost¦pu
do danych CSMA/CA (Carrier Sense Multiple Access with Collision Avoidance). Dopuszcza ró»ne
tryby adresowania, kilka typów transmisji, mo»liwy jest �zyczny podziaª sieci na domeny.

PROFINET Sie¢ przeznaczona do zastosowa« w automatyzacji procesów. Wykorzystuje Fast Ethernet, ale
wymaga specjalizowanych ukªadów scalonych w w¦zªach sieciowych. Korzysta z technologii VLAN.
Realizuje przesªania czasu rzeczywistego (Real-Time) z podziaªem czasu (szczelinami czasowymi)
oraz przesªania niekrytyczne czasowo, korzystaj¡c z TCP/IP.

Wireless
LAN
(WLAN)

Sie¢ bezprzewodowa, pozwalaj¡ca na komunikacj¦ w dwóch trybach. Jeden z nich, zwany ad-hoc
umo»liwia poª¡czenie � jeden do jednego� (peer to peer). By go zrealizowa¢, wystarcz¡ dwa w¦zªy
sieci bezprzewodowej. Drugi tryb wykorzystuje punkt dost¦powy, doª¡czony do przewodowej sieci
Ethernet. Gªówne wady to ograniczony zasi¦g, podatno±¢ na zakªócenia i wyst¦powanie zaników
transmisji. Ochrona danych mo»liwa jest dzi¦ki mechanizmom szyfrowania.
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Rys. I.8: Obecno±¢ standardów technologii bezprzewodowych w polskich przedsi¦biorstwach (stan
faktyczny w roku 2007 i prognozy na lata 2008�2010). Na podstawie [62].

7. Mo»liwo±¢ tworzenia systemów o znacznej rozpi¦to±ci terytorialnej.

Z obecno±ci¡ medium transmisyjnego w ukªadzie sterowania wi¡»¡ si¦ te» wady. Oto niektóre z nich:

1. Ograniczone s¡ maksymalna dªugo±ci medium transmisyjnego sieci (kabla) oraz liczba w¦zªów
sieciowych, które mog¡ z ni¡ wspóªpracowa¢. W ukªadzie regulacji przekªada si¦ to na limito-
wanie liczby czujników, urz¡dze« wykonawczych i regulatorów oraz rozpi¦to±ci przestrzennej
systemu.

2. Ka»da zmiana kon�guracji ukªadu wymaga u»ycia zaawansowanych narz¦dzi programowych.

3. Brak przejrzysto±ci struktury sieci � rozkªad przestrzenny sieci nie mówi nic o strukturze
logicznej ukªadu regulacji.

4. Wprowadzenie sieci telekomunikacyjnej do p¦tli sprz¦»enia zwrotnego ukªadu automatycznej
regulacji jest ¹ródªem szeregu ogranicze«, którym podlega przesyª sygnaªów. Wymieniono je
i omówiono w podrozdziale I.4.2. Obecno±¢ tych ogranicze« stwarza konieczno±¢ stosowania
specjalnych algorytmów sterowania, które s¡ tematem niniejszej rozprawy.

I.4.1 Ethernet w automatyce

W ostatnich latach najwi¦ksi producenci systemów automatyki przemysªowej odchodz¡ od specja-
lizowanych sieci czasu rzeczywistego na rzecz Ethernetu. Pozwala to na stosowanie zuni�kowanych
rozwi¡za« sieciowych w ramach caªego przedsi¦biorstwa. Wykorzystanie Ethernetu do sterowania
budzi szerokie zainteresowanie uczonych i in»ynierów [41,95,99,104�106,111]. Nale»y jednak pami¦-
ta¢, »e Ethernet nie powstaª z my±l¡ o zastosowaniach w automatyzacji procesów i wobec tego nie
gwarantuje transmisji z zachowaniem re»imów czasu rzeczywistego. Problem ten po cz¦±ci rozwi¡zaªo
pojawienie si¦ przeª¡czanego Ethernetu (Switched Ethernet) [12, 21, 69], po cz¦±ci za± � opracowa-
nie przez producentów szeregu mody�kacji protokoªów, sprz¦tu i oprogramowania sieciowego pod
k¡tem zastosowania w przemy±le [53]. W ten sposób powstaªy mi¦dzy innymi dwa konkurencyjne
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systemy sieciowe bazuj¡ce na technologii Ethernet: EtherNet/IP oraz PROFINET. Pierwsza z tech-
nologii jest rozwijana przez organizacj¦ Open DeviceNet Vendors Association, za± druga � przez
stowarzyszenie PROFIBUS & PROFINET International (PI).

Speªnienie ostrych re»imów czasu rzeczywistego w sieci PROFINET [37] osi¡gni¦to przez zastosowa-
nie statycznego harmonogramowania zada« transmisji krytycznych czasowo oraz przez zast¡pienie
(w w¦zªach sieciowych) popularnych scalonych interfejsów sieci Ethernet ukªadami specjalizowanymi
w technologii ASIC (Application Speci�c Integrated Circuit). Zamiana ta musi dotyczy¢ jednocze-
±nie wszystkich wspóªpracuj¡cych elementów sieci. Zwi¦ksza to cen¦ urz¡dze«, ale jednocze±nie
pozwala na odmienne traktowanie pakietów sieciowych nios¡cych informacje czasu rzeczywistego,
a odmienne � pakietów niekrytycznych czasowo, które równie» mog¡ by¢ przesyªane przez sie¢.
PROFINET wykorzystuje technologi¦ VLAN (Virtual Local Area Network), pozwalaj¡c¡ mi¦dzy
innymi na nadawanie poszczególnym pakietom danych ró»nych priorytetów.

Sie¢ EtherNet/IP nie bazuje bezpo±rednio na Ethernecie, lecz na protokoªach UDP/IP oraz TCP/IP,
wykorzystywanych powszechnie w sieciach ethernetowych oraz w Internecie [29, 101]. EtherNet/IP
jest jednym z �larów (obok DeviceNet i ControlNet) przemysªowego protokoªu CIP (Common In-
dustrial Protocol), który z punktu widzenia u»ytkownika pozwala na jednolite traktowanie zadania
przesyªu danych, bez wzgl¦du na typ u»ytej sieci. Poniewa» EtherNet/IP wykorzystuje popularne
w Internecie protokoªy UDP i TCP, bazuj¡ce na nim systemy mog¡ mie¢ praktycznie nieograniczon¡
rozpi¦to±¢ terytorialn¡, wyznaczon¡ zasi¦giem sieci Internet.

EtherNet/IP oraz PROFINET nie s¡ jedynymi rozwi¡zaniami wykorzystuj¡cymi technologi¦ sieci
Ethernet. W tabeli I.2, pochodz¡cej ze strony internetowej http:\\www.real-time-ethernet.de,
zebrano najpopularniejsze standardy przemysªowego Ethernetu. S¡ w±ród nich zarówno produkty
komercyjne jak i darmowe. Cz¦±¢ z nich stworzona zostaªa przez wielkie korporacje, a cz¦±¢ jest
rozwijana na uniwersytetach.

I.4.2 Skutki ogranicze« w transmisji danych

Gdy dwa wspóªpracuj¡ce z sob¡ elementy ukªadu regulacji � na przykªad czujnik i regulator �
poª¡czone s¡ bezpo±rednio za pomoc¡ dedykowanej linii danych, przesyª sygnaªów mi¦dzy nimi
podlega jedynie ograniczeniom zwi¡zanym z czasem propagacji sygnaªu. W przypadku sygnaªów
analogowych (na przykªad pr¡dowego 4 ÷ 20 mA), regulator otrzymuje praktycznie natychmia-
stowo i w sposób ci¡gªy w czasie peªn¡ informacj¦ o warto±ci interesuj¡cej go wielko±ci �zycznej.
Je±li jednak na drodze przesyªu sygnaªu pojawi si¦ sie¢ telekomunikacyjna, wymiana danych pod-
lega¢ b¦dzie szeregowi ogranicze«, wpªywaj¡cych po±rednio na jako±¢ regulacji. Dalej wymieniono
i scharakteryzowano najistotniejsze z nich:

1. Systemy rozproszone s¡ z natury systemami dyskretnymi.

Dyskretyzacja transmitowanych sygnaªów zachodzi zarówno w czasie, jak i co do warto±ci. Wy-
nika to z cykliczno±ci przesyªaniem danych w sieci i z jej cyfrowego charakteru. Skwantowane
próbki sygnaªu s¡ bowiem przesyªane jako odr¦bne datagramy (pakiety danych), transmito-
wane ze sko«czon¡ cz¦stotliwo±ci¡, ograniczon¡ mo»liwo±ciami sieci. Dyskretyzacja nie stanowi
jednak wi¦kszego problemu z punktu widzenia zadania sterowania. Zjawisko kwantowania war-
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Tab. I.2: Przemysªowe odmiany sieci Ethernet. �ródªo: www.real-time-ethernet.de.

Nr Nazwa Organizacja / Gªówny producent
1 EtherCAT (Ethernet for Control Automa-

tion Technology)
ETG / Beckho�

2 Ethernet/IP z CIP Sync ODVA / Rockwell Automation
3 ETHERNET Powerlink (EPL) EPSG / B&R
4 IEEE 1588: Precision Time Protocol (PTP) IEEE / �
5 PROFINET PNO / SIEMENS
6 Modbus RTPS (Real-Time Publish-

Subscribe Protocol)
Modbus-IDA / Schneider Electric

7 SERCOS�III SI / �
8 SynqNet SynqNet User Group / Motion Engineering Inc.

(MEI), USA
9 JetSync � / Jetter, Germany
10 PowerDNA (Distributed Network Automa-

tion and Control)
� / United Electronic Systems (UEI), USA

11 SynUTC � / Oregano Systems, Austria
12 Switch mit Zeit-Server � / Ontime Networks, Norway
13 RTnet (Open Source) � / Real-Time Systems Group of University Han-

nover, Germany
14 Vnet/IP � / Yokogawa, Japan
15 TCnet � / Toshiba, Japan
16 EPA (Ethernet for Plant Automation) � / ZHEJIANG SUPCON INSTRUMENT, China
17 SafetyNET p Safety Network International / Pilz, Germany
18 VARAN (Versatile Automation Random

Access Network)
VNO / Sigmatek, Austria

19 DART-EC (Deterministic Automotive Real
Time � Ethernet Chained)

� / ETAS, Germany

20 RTEX (Realtime Express) � / Panasonic
21 Mechatrolink III Mechatrolink Members Association / Yaskawa

Electric, Japan
22 HSCI (HEIDENHAIN Serial Controller In-

terface)
� / Heidenhain, Germany

23 RAPIEnet (Real-time Automation Proto-
cols for Industrial Ethernet)

� / Hanyang University, Korea

24 AFDX (Avionics Full Duplex Switched
Ethernet)

� / ARINC, USA

25 TTEthernet � / TTTech, Austria
26 CC-Link IE (Industrial Ethernet) CLPA / Mitsubishi

23



to±ci sygnaªów mo»na bowiem najcz¦±ciej bezkarnie zaniedba¢, je±li tylko dostatecznie du»a
jest rozdzielczo±¢ reprezentacji liczb w zapisie binarnym. Z kolei problem dyskretyzacji czasu
zostaª rozwi¡zany przez klasyczn¡ teori¦ sterowania (systemy dyskretne).

2. Transmisja danych przez sie¢ wnosi opó¹nienia, zazwyczaj zmienne w czasie.

Zmienne opó¹nienia komunikacyjne s¡ jednym z gªównych problemów wyst¦puj¡cych w roz-
proszonych ukªadach sterowania i mog¡ si¦ przyczynia¢ do pogorszenia jako±ci regulacji oraz
warunków stabilno±ci. Ich gªównymi ¹ródªami s¡: konieczno±¢ oczekiwania przez poszczególne
w¦zªy sieci na dost¦p do medium transmisyjnego, czas nadawania pakietu oraz czas potrzebny
obu w¦zªom zaanga»owanym w przesyª pojedynczej porcji danych � nadawczemu i odbior-
czemu � na obróbk¦ pakietu sieciowego. Charakter opó¹nie« zale»y mocno od u»ywanego
w danej sieci protokoªu kontroli dost¦pu do medium lub algorytmu harmonogramowania za-
da« transmisji. Najwa»niejsze skªadniki opó¹nie« sieciowych przedstawiono na rysunku I.9,
za± budow¦ wewn¦trzn¡ typowych w¦zªów systemu rozproszonego � na rycinie I.10.

Przejście datagramu przez sieć telekomunikacyjną
(propagacja).

Nadawanie/odbieranie datagramu.

Oczekiwanie na dostęp do medium komunikacyjnego.

Cyfrowa obróbka danych przed wysłaniem w węźle nadawczym.

Cyfrowa obróbka danych
po odebraniu w węźle odbiorczym.

Przygotowanie datagramu z danymi przez protokoły sieciowe
w węźle nadawczym.

Wydobycie danych z datagramu przez
protokoły sieciowe w węźle odbiorczym.
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Rys. I.9: Skªadniki opó¹nie« komunikacyjnych w rozproszonym ukªadzie regulacji.

Opó¹nienia transmisji zale»¡ mi¦dzy innymi od rozmiaru (ilo±ci) u»ytecznych informacji prze-
syªanych w pojedynczym pakiecie, ale te» od narzutu (overhead) dodatkowych danych, umiesz-
czanych w datagramie (rysunek I.11). Narzut ten jest najmniejszy w sieciach przemysªowych,
projektowanych z my±l¡ o przesyle maªych porcji danych procesowych, za± najwi¦kszy w sie-
ciach ogólnego przeznaczenia (Ethernet), przewidzianych raczej do transmisji jednorazowo
dªugich ci¡gów danych.

Opó¹nienia transmisji mog¡ wykazywa¢ ró»ny charakter, w zale»no±ci od protokoªu sieciowego
oraz przyj¦tego sposobu taktowania (wyzwalania) poszczególnych w¦zªów systemu (zegarem
lub zdarzeniami). Na rysunku I.12 przedstawiono przykªadowy przebieg caªkowitego opó¹nie-
nia na drodze czujnik�sie¢�regulator w przypadku, gdy ka»dy ze wspóªpracuj¡cych elementów
taktowany jest wªasnym zegarem, a okresy poszczególnych zegarów s¡ ró»ne [131,132]. Mimo
wspóªmierno±ci okresów taktowania TS (czujnika), TN (sieci) i TC (regulatora), przebieg wyni-
kowych opó¹nie« transmisji jest nieregularny, cho¢ okresowy i deterministyczny. W przypadku
niektórych typów sieci (na przykªad Ethernet) z niedeterministycznymi protokoªami dost¦pu
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Rys. I.10: Uproszczona budowa wewn¦trzna typowych w¦zªów sieciowych (czujnik, regulator, urz¡-
dzenie wykonawcze) rozproszonego ukªadu regulacji.
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Rys. I.11: Budowa typowego datagramu sieciowego.

do medium (CSMA/CS), przebieg opó¹nie« jest na tyle skomplikowany i trudny do przewi-
dzenia, »e przy jego analizie stosuje si¦ najcz¦±ciej metody probabilistyczne.

W sieciach, w których harmonogram dost¦pu do medium nie ma charakteru statycznego, lecz
ustalany jest dynamicznie, wielko±ci i charakter opó¹nie« mog¡ istotnie zale»e¢ od obci¡»enia
sieci. W rozproszonym ukªadzie sterowania obci¡»enie to zale»y z kolei wprost od przyj¦tej
cz¦stotliwo±ci próbkowania. Zwi¦kszanie tej cz¦stotliwo±ci z jednej strony polepsza jako±¢ re-
gulacji (ze wzgl¦du na zwi¦kszenie ilo±ci informacji dost¦pnej regulatorowi), z drugiej strony,
po przekroczeniu pewnej granicznej warto±ci, mo»e wpªyn¡¢ na jej istotne pogorszenie (ze
wzgl¦du na zwi¦kszenie opó¹nie« transmisji, spowodowanych wzmo»onym ruchem w sieci).
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Rys. I.13: Porównanie zale»no±ci jako±ci regulacji od cz¦stotliwo±ci próbkowania w klasycznym dys-
kretnym ukªadzie regulacji i w systemie rozproszonym.

Przypadek ten zilustrowano na rysunku I.13, zaczerpni¦tym z pracy [79]. Krzywa wyra»a-
j¡ca zale»no±¢ jako±ci regulacji od cz¦stotliwo±ci próbkowania, reprezentuj¡ca ukªad rozpro-
szony, posiada tutaj ekstremum (minimum). Je±li przyjmie si¦ graniczn¡ dopuszczaln¡ warto±¢
wska¹nika jako±ci w ukªadzie regulacji, to odpowiadaj¡ca mu na wykresie pozioma prosta (li-
nia przerywana na rysunku I.13) wraz z krzyw¡ ekstremaln¡ wyznacz¡ akceptowalny zakres
cz¦stotliwo±ci próbkowania.

Przykªadem sieci telekomunikacyjnej, w której wielko±¢ opó¹nie« transmisji istotnie zale»y od
wspóªczynnika wykorzystania sieci, jest Ethernet, coraz powszechniej stosowany w ukªadach
sterowania. Zale»no±¢ ta, zaczerpni¦ta z pracy [41], przedstawiona jest na rysunku I.14. Na
poziomej osi ukªadu wspóªrz¦dnych zaznaczono wspóªczynnik zaj¦to±ci sieci, za± na piono-
wej � opó¹nienia transmisji w ukªadzie zªo»onym z wielu w¦zªów doª¡czonych do wspólnego
koncentratora (hub). Jak wida¢, w zakresie do 20% wykorzystania sieci opó¹nienia zmieniaj¡
si¦ nieznacznie, od 20% do 70% wzrost jest wyra¹ny, lecz umiarkowany, za± powy»ej 70%
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Rys. I.14: Zale»no±¢ opó¹nie« transmisji od wspóªczynnika wykorzystania sieci Ethernet. �ró-
dªo: [41].

nast¦puje gwaªtowny ich skok. Nieliniowy charakter przedstawionej zale»no±ci wynika z za-
stosowanego w sieci Ethernet protokoªu dost¦pu do medium (CSMA/CD), który dopuszcza
wyst¦powanie kolizji. Ka»da kolizja oznacza z jednej strony nieudan¡ prób¦ transmisji, która
musi by¢ ponowiona, a z drugiej � zwi¦kszone opó¹nienie w przekazywaniu danych.

3. Nieodª¡czn¡ cech¡ sieci komputerowych jest mo»liwo±¢ wyst¦powania przekªama« transmisji.
W ich efekcie niektóre z danych docieraj¡ do odbiorcy znieksztaªcone.

4. Przy zastosowaniu niektórych typów protokoªów transmisji, pakiety mog¡ by¢ dostarczane
niechronologicznie. Oznacza to mo»liwo±¢ zamiany kolejno±ci, w jakiej pakiety docieraj¡ do
odbiorcy.

5. Pakiety s¡ niekiedy dublowane przez sie¢. Do odbiornika docieraj¡ wówczas dwie lub wi¦cej
kopii tego samego, pojedynczego, raz wysªanego pakietu.

6. W niektórych typach sieci wyst¦puje zjawisko gubienia (odrzucania) cz¦±ci spo±ród przesyªa-
nych pakietów. W przypadku odrzucenia odbiorca nie otrzymuje niesionej przez taki pakiet
informacji (nast¦puje utrata danych).

7. Gdy ilo±¢ danych przeznaczonych do jednorazowego wysªania przekracza maksymalny rozmiar
u»ytecznej cz¦±ci pakietu, konieczne jest stosowanie transmisji wielopakietowej, czyli rozbicie
danych po stronie nadawcy na kilka kolejno wysyªanych porcji oraz zªo»enie fragmentów w ca-
ªo±¢ po stronie odbiorcy.

Pi¦¢ wymienionych wy»ej problemów (punkty od 3 do 7) nale»y do domeny sieciowych systemów
telekomunikacyjnych, a mechanizmy umo»liwiaj¡ce ich rozwi¡zanie zaszyte s¡ najcz¦±ciej w proto-
koªach sieciowych, zaimplementowanych jako integralna cz¦±¢ oprogramowania dostarczanego u»yt-
kownikom przez producenta. Przekªamania transmisji wykrywane s¡ dzi¦ki doª¡czaniu do pakietów
sieciowych kodów kontrolnych (na przykªad CRC). Uporz¡dkowanie pakietów odebranych w zabu-
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rzonej kolejno±ci mo»liwe jest dzi¦ki doª¡czeniu w w¦¹le nadawczym do ka»dego z nich jego numeru
kolejnego. Te same numery pozwalaj¡ wykry¢ i odrzuci¢ pakiety zdublowane. W przypadku zagubie-
nia pakietu, odbiorca mo»e za»¡da¢ jego retransmisji (o ile pozwalaj¡ na to re»imy czasowe). Zadanie
podziaªu zbyt du»ych porcji danych na mniejsze fragmenty i ich ponowne zestawienie w caªo±¢ po
przesªaniu przez sie¢ jest zazwyczaj równie» realizowane przez protokoªy sieciowe.

Jednak nie wszystkie sieci i protokoªy zabezpieczaj¡ u»ytkownika przed mo»liwo±ci¡ wyst¡pienia
podanych wy»ej zjawisk. Na przykªad protokóª UDP/IP, wykorzystywany niekiedy w automatyce,
nie posiada zabezpiecze« przed gubieniem, dublowaniem czy niechronologicznym dostarczaniem
pakietów. W takim przypadku zadanie wykrywania i obsªugi tych zdarze« spoczywa na aplika-
cji u»ytkownika, która musi by¢ wobec tego rozbudowana o odpowiedni kod, dodany do program
realizuj¡cego zasadnicze zadanie sterowania automatycznego.

Poni»ej wymieniono dalsze ograniczenia wpªywaj¡ce na jako±¢ regulacji w rozproszonych ukªadach
sterowania:

8. W systemach rozproszonych wykorzystuj¡cych ª¡czno±¢ bezprzewodow¡ (BlueTooth, Wireless)
mog¡ zdarza¢ si¦ okresowe przerwy w transmisji. Wywoªywane s¡ one gªównie zmian¡ poªo»e-
nia w¦zªów sieciowych, które mog¡ si¦ w jej wyniku znale¹¢ w �cieniu� radiowym. Przyczyn¡
przerw mog¡ te» by¢ poruszaj¡ce si¦ przeszkody lub zmienne warunki propagacji fal radiowych
w ±rodowisku. Ukªad regulacji wykorzystuj¡cy ª¡czno±¢ bezprzewodow¡, zwªaszcza skªadaj¡cy
si¦ z mobilnych w¦zªów sieciowych, powinien by¢ tak zaprojektowany, by zdalny w¦zeª wspóª-
pracuj¡cy z obiektem regulacji, straciwszy ª¡czno±¢ z odlegªym regulatorem, byª w stanie
w czasie trwania przerwy w transmisji samodzielnie zapewni¢ bezpieczn¡ prac¦ obiektu.

9. Przepustowo±¢ sieci, wyra»ona najwi¦ksz¡ liczb¡ bitów danych, które mog¡ by¢ przesªane
w jednostce czasu, jest ograniczona.

10. Cz¦stotliwo±¢, z jak¡ mog¡ by¢ przesyªane kolejne pakiety danych, jest ograniczona.

Dwa podane wy»ej limity (punkty 9 i 10) przekªadaj¡ si¦ w ukªadzie regulacji na ograniczenie
cz¦stotliwo±ci próbkowania sygnaªów wyj±ciowych obiektu oraz cz¦stotliwo±ci przesyªania nowych
warto±ci sterowa«. W przypadku, gdy jedna sie¢ telekomunikacyjna wspóªdzielona jest mi¦dzy kilka
odr¦bnych ukªadów regulacji, zachodzi cz¦sto konieczno±¢ zró»nicowania cz¦stotliwo±ci próbkowania
poszczególnych systemów i kompromisowego podziaªu mi¦dzy nie ograniczonych zasobów sieci.

11. Niejednoczesne dostarczanie pakietów danych próbkowanych jednocze±nie, a pochodz¡cych
z ró»nych czujników wspóªpracuj¡cych z tym samym wielowymiarowym obiektem regulacji.

Zjawisko to zwi¡zane jest wprost z limitami podanymi w dwóch poprzedzaj¡cych punktach.
Efektem ograniczonej przepustowo±ci sieci lub limitowanej cz¦stotliwo±ci przesªa« jest niemo»-
no±¢ jednoczesnego dostarczenia do regulatora informacji docieraj¡cej z kilku niezale»nych
czujników. Stwarza to konieczno±¢ stosowania algorytmów kompensuj¡cych wynikaj¡ce st¡d
przesuni¦cia czasowe.

I.5 Projektowanie rozproszonych ukªadów regulacji

Typowy element rozproszonego ukªadu regulacji realizuje zadanie sterowania, b¦d¡c jednocze±nie
w¦zªem sieci telekomunikacyjnej, a w wielu przypadkach jest on zaimplementowany jako system
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komputerowy czasu rzeczywistego. Dlatego przy projektowaniu rozproszonych ukªadów sterowania
konieczne jest wykorzystanie i poª¡czenie wiedzy z nast¦puj¡cych trzech dyscyplin:

1. Teorii sterowania.

2. Telekomunikacji.

3. Komputerowych systemów czasu rzeczywistego.

Warto w tym miejscu wspomnie¢, »e rozproszone systemy sterowania nie s¡ jedynym polem, na
którym teoria sterowania spotyka si¦ z telekomunikacj¡. Okazuje si¦ bowiem, »e typowe algorytmy
wykorzystywane w automatyce do sterowania obiektami regulacji mog¡ znale¹¢ równie» zastosowanie
w sterowaniu sieciami telekomunikacyjnymi. Przykªady znale¹¢ mo»na w pracach [2] oraz [83], gdzie
opisano, jak predyktor Smitha pomaga zapobiega¢ zatorom komunikacyjnym w sieci ATM.

O jako±ci pracy rozproszonego ukªadu regulacji decyduje zarówno zastosowany w nim algorytm
sterowania, jak i algorytm organizuj¡cy przesyª danych w sieci telekomunikacyjnej (dost¦pu do me-
dium b¡d¹ harmonogramowania zada« transmisji). Wymagan¡ jako±¢ sterowania w takim systemie
mo»na osi¡gn¡¢ na kilka ró»nych sposobów:

1. Najprostsza metoda polega na zaprojektowaniu ukªadu regulacji bez uwzgl¦dnienia obecno±ci
sieci, z wykorzystaniem klasycznych narz¦dzi teorii sterowania. W podej±ciu tym projektant
godzi si¦ z nieuchronnym pogorszeniem wªasno±ci ukªadu, wynikaj¡cym z wprowadzenia do
niego sieci telekomunikacyjnej. Jest to podej±cie mocno zachowawcze, wymagaj¡ce zapewnie-
nia znacznego zapasu stabilno±ci, co przekªada si¦ zazwyczaj (w ukªadach regulacji z obiektami
asymptotycznie stabilnymi) na maªe warto±ci wzmocnie« regulatora.

2. Inny sposób post¦powania polega na doborze typu i struktury sieci lub mody�kowaniu proto-
koªów transmisji tak, by do minimum ograniczy¢ niekorzystne zjawiska. Algorytmy sterowania
pozostaj¡ takie same jak w poprzednim przypadku, ale wpªyw zjawisk sieciowych na jako±¢
regulacji jest pomniejszony. Tutaj wykorzystuje si¦ nie tylko wiedz¦ z teorii sterowania, ale
te» z zakresu telekomunikacji b¡d¹ harmonogramowania zada«.

3. Kolejne rozwi¡zanie polega na przyj¦ciu sieci telekomunikacyjnej �tak¡, jaka jest� i zastoso-
waniu zmody�kowanych algorytmów sterowania, przy projektowaniu których uwzgl¦dnia si¦
obecno±¢ sieci ze wszystkimi jej wªasno±ciami. Dzi¦ki temu algorytmy te potra�¡ kompenso-
wa¢, w wi¦kszym lub mniejszym stopniu, wpªyw niekorzystnych zjawisk sieciowych. Algorytmy
sieciowe pozostaj¡ przy tym niezmienione.

4. Ostatni ze sposobów polega na jednoczesnym projektowaniu algorytmu sterowania procesem
i algorytmu sterowania ruchem w sieci telekomunikacyjnej. Podej±cie to pozwala na wprowa-
dzenie powi¡za« mi¦dzy algorytmami i uzale»nieniu pracy ka»dego z nich od stanu drugiego.

Pierwsze z opisanych rozwi¡za« jest najprostsze, jednak wi¡»e si¦ z niepeªnym wykorzystaniem
dost¦pnych ±rodków. By wpªyw zjawisk transmisyjnych byª pomijalny, trzeba bowiem stosowa¢
cz¦stotliwo±ci próbkowania du»o mniejsze od maksymalnych, wynikaj¡cych z przepustowo±ci sieci.
Atrakcyjno±¢ tej metody wypªywa przede wszystkim z mo»liwo±ci u»ycia w niezmienionej postaci
klasycznych algorytmów sterowania oraz metod doboru nastaw regulatorów.
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Zastosowania drugiego rozwi¡zania s¡ ograniczone, gdy» cz¦sto nie istnieje mo»liwo±¢ ingerencji
w �rmowe oprogramowanie sieciowe, a przed mody�kacj¡ struktury sieci powstrzymuj¡ wzgl¦dy
ekonomiczne. Co wi¦cej, zmniejszenie wpªywu sieci na jako±¢ sterowania t¡ metod¡ mo»liwe jest
tylko do pewnych granic.

Trzeci sposób umo»liwia dobre wykorzystanie mo»liwo±ci sieci bez konieczno±ci ingerowania w me-
chanizmy jej dziaªania, ale wymaga u»ycia algorytmów sterowania ±wiadomych obecno±ci sieci i po-
tra�¡cych kompensowa¢ jej niekorzystny wpªyw. Atrakcyjno±¢ tej metody wynika z wi¦kszej ªatwo±ci
jej implementacji w stosunku do metody pierwszej. O ile bowiem protokoªy sieciowe s¡ zazwyczaj
�zaszyte� b¡d¹ w specjalizowanych ukªadach scalonych, u»ytych w interfejsach komunikacyjnych,
b¡d¹ w j¡drach systemów operacyjnych zarz¡dzaj¡cych w¦zªami sieciowymi, o tyle algorytmy stero-
wania dopuszczaj¡ du»¡ swobod¦ mody�kacji, s¡ bowiem zaimplementowane jako procesy systemu
operacyjnego, pracuj¡ce przestrzeni u»ytkownika. Ten wªa±nie sposób jest tematem niniejszej roz-
prawy.

Ostatnia z wymienionych metod, zwana wspóªprojektowaniem (co-design), ª¡czy w sobie mo»liwo±ci
dwóch wcze±niejszych, wprowadzaj¡c jednocze±nie now¡ jako±¢ do dziedziny systemów rozproszo-
nych [13, 14, 64, 74]. Z jednej strony daje ona potencjalnie najwi¦ksze mo»liwo±ci poprawy jako±ci
i odporno±ci regulacji. Z drugiej strony, jako metoda najbardziej zaawansowana, jest zarazem naj-
bardziej zªo»ona w analizie i zarazem najkªopotliwsza w realizacji.

Tematyka zasadniczej cz¦±ci niniejszej rozprawy odpowiada trzeciej z wymienionych powy»ej metod
poprawy jako±ci regulacji w ukªadach rozproszonych. W metodzie tej nie ingeruje si¦ w protokoªy
sieci telekomunikacyjnej, ale za to wykorzystuje si¦ pewn¡ wiedz¦ o wªasno±ciach sieci, projektuj¡c
algorytmy sterowania cz¦±ciowo uodpornione na jej niekorzystne oddziaªywania.

I.5.1 Wykorzystanie modeli matematycznych

Do zaprojektowania ukªadu regulacji, skutecznie realizuj¡cego postawione mu cele, konieczna jest
znajomo±¢ modelu matematycznego sterowanego procesu [35,114]. Model taki w rozproszonym sys-
temie sterowania mo»e by¢ u»yty na dwa sposoby:

1. Jednorazowo, na etapie projektowania regulatora, dla doboru (optymalnych) nastaw, gwaran-
tuj¡cych zachowanie asymptotycznej stabilno±ci ukªadu regulacji.

2. Ustawicznie, podczas pracy ukªadu regulacji, dla estymacji (odtwarzania, predykcji) niezna-
nych sygnaªów.

W pierwszym z wymienionych przypadków, model obiektu wykorzystywany jest niejako w trybie
o�-line, w drugim � on-line. W pierwszym wariancie model jest u»ywany przez regulator jedynie
po±rednio, wyª¡cznie podczas strojenia. W drugim wariancie model wykorzystuje si¦ bezpo±rednio
� jest on wbudowany w algorytm regulacji i sªu»y estymowaniu nieznanych sygnaªów (stanu, wyj-
±cia, sterowania). Technika ta ma zastosowanie, gdy wymagany sygnaª nie jest wprost dost¦pny
do pomiaru (odtwarzanie) lub gdy jest zakªócony (�ltracja), dociera z opó¹nieniem (predykcja)
lub nieregularnie. Czyni j¡ to szczególnie atrakcyjn¡ w przypadku systemów rozproszonych, gdzie
zazwyczaj wyst¦puj¡ opó¹nienia komunikacyjne, a niekiedy te» zjawisko odrzucania pakietów da-
nych. Klasycznymi przykªadami rozwi¡za« wykorzystuj¡cych model obiektu w trybie on-line s¡:
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�ltr Kalmana i obserwator Luenbergera [86], predyktor Smitha [121,122,143], struktura sterowania
z wewn¦trznym modelem (IMC � Internal Model Control) [76] oraz regulacja predykcyjna (MPC �
Model Predictive Control) [115].

Modele wykorzystywane w automatyce dziel¡ si¦ na parametryczne (równania stanu, transmitancja
skalarna lub macierz transmitancji) i nieparametryczne (odpowied¹ skokowa, odpowied¹ impulsowa,
macierz dynamiczna) [35,114,115]. Mog¡ one opisywa¢ wªasno±ci dynamiczne obiektu lub � w wersji
uproszczonej � wyª¡cznie zale»no±ci statyczne (charakterystyka przej±ciowa). Do zastosowa« w pro-
jektowaniu regulatorów oraz w estymacji sygnaªów najbardziej po»¡dane s¡ modele parametryczne
w postaci równa« stanu. Reprezentuj¡ one zarówno wªasno±ci dynamiczne jak i statyczne obiektu,
mog¡ by¢ u»yte do opisu obiektów liniowych jak i nieliniowych i wreszcie modeluj¡ zarówno obiekty
SISO jak i MIMO (wielowymiarowe). S¡ one jednak zarazem najtrudniejsze do identy�kacji, zwªasz-
cza wówczas, gdy wymagany jest model strukturalny [114], którego struktura odzwierciedla budow¦
�zyczn¡ obiektu.

Ze wzgl¦du na charakter czasu wyró»nia si¦ modele ci¡gªe i dyskretne. Wi¦kszo±¢ procesów przemy-
sªowych w sposób naturalny modelowana jest zale»no±ciami z czasem ci¡gªym. Je±li do sterowania
takich procesów u»yte zostan¡ regulatory cyfrowe, to stosowane w nich próbkowanie sygnaªów (dys-
kretyzacja w czasie) nadaje ukªadowi charakter dyskretno-ci¡gªy. Analiz¦ takiego ukªadu mo»na
istotnie upro±ci¢, traktuj¡c obecny w nim obiekt jako dyskretny w czasie [45]. Je±li wspóªpracuj¡ce
z obiektem czujniki i urz¡dzenia wykonawcze pracuj¡ synchronicznie (z jednakow¡ cz¦stotliwo±ci¡
i bez przesuni¦cia fazy) i w ukªadzie nie wyst¦puj¡ opó¹nienia, to uzyskany w wyniku �dyskretyza-
cji� model matematyczny obiektu jest stacjonarny (o ile stacjonarny byª wyj±ciowy model ci¡gªy),
a oba modele maj¡ ten sam rz¡d. W innych przypadkach (brak synchronizacji urz¡dze« wykonaw-
czych i czujników, wyst¦powanie staªych lub zmiennych opó¹nie«), zast¦pczy model dyskretny mo»e
by¢ niestacjonarny, a jego rz¡d mo»e przewy»sza¢ rz¡d wyj±ciowego modelu z czasem ci¡gªym (ze
wzgl¦du na wykorzystanie metody rozszerzonej przestrzeni stanu) [46].

I.5.2 Komputerowe symulatory systemów rozproszonych

Zale»no±ci wyst¦puj¡ce pomi¦dzy elementami, nawet w niezbyt rozbudowanych rozproszonych sys-
temach sterowania, s¡ cz¦sto tak zªo»one, »e ich analiza teoretyczna jest niezwykle skomplikowana,
a niekiedy wr¦cz niemo»liwa. W takich przypadkach znaczn¡ pomoc w badaniu wªasno±ci ukªadu,
przed jego wdro»eniem, stanowi¡ narz¦dzia do symulacji komputerowych. Wprawdzie analiza wy-
ników symulacji nie zawsze mo»e zast¡pi¢ rzeteln¡ analiz¦ teoretyczn¡ (zwªaszcza je±li w systemie
wyst¦puj¡ zjawiska losowe), to jednak cz¦sto ujawnia ona podstawowe wªasno±ci systemu i w zasto-
sowaniach niekrytycznych mo»e by¢ uznana za wystarczaj¡c¡.

Rozproszony system regulacji jest z jednej strony ukªadem sterowania automatycznego, z drugiej �
systemem telekomunikacyjnym. Istnieje wiele symulatorów sieci, zarówno komercyjnych (na przy-
kªad NetSim [81], QualNet [3]), jak i darmowych (na przykªad ns-2 [55, 57], OMNeT++ [124]).
Podobnie, dost¦pne s¡ symulatory, które mo»na zastosowa¢ dla ukªadów automatycznej regula-
cji (na przykªad Simulink, b¦d¡cy skªadnikiem komercyjnego pakietu oblicze« numerycznych MA-
TLAB [96,140] lub darmowy Scicos, wspóªpracuj¡cy z pakietem Scilab [119]). Symulatory te umo»-
liwiaj¡ u»ytkownikowi prac¦ w ±rodowisku gra�cznym, w którym buduje on odpowiednio schemat
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blokowy analizowanej sieci telekomunikacyjnej lub ukªadu regulacji automatycznej. �aden z wymie-
nionych symulatorów � w swej podstawowej wersji � nie pozwala jednak na jednoczesn¡ symulacj¦
protokoªów transmisji i algorytmów sterowania, niezb¦dn¡ dla zbadania pracy rozproszonego ukªadu
regulacji. Taka równolegªa symulacja, która pozwoliªaby zbada¢ wpªyw sieciowego przesyªu próbek
sygnaªów na jako±¢ regulacji, okre±lana jest nazw¡ co-simulation [13, 25,116].

Jedno z narz¦dzi umo»liwiaj¡cych tak¡ symulacj¦ zostaªo stworzone w Department of Automatic
Control w Lund Institute of Technology w Szwecji i nosi nazw¦ TrueTime Library [18�20,58]. Ma ono
posta¢ przybornika (toolbox ) przeznaczonego dla pakietu MATLAB/Simulink. Cho¢ sam przybor-
nik jest darmowy, to jednak niezb¦dny dla jego dziaªania pakiet MATLAB to produkt komercyjny.
Po zainstalowaniu w systemie MATLAB, biblioteka TrueTime integruje si¦ z gra�czn¡ nakªadk¡ do
symulacji Simulink. Pozwala to u»ytkownikowi umieszcza¢ w schemacie blokowym ukªadu regulacji,
budowanym w Simulinku, bloki reprezentuj¡ce sieci telekomunikacyjne (przewodowe lub bezprze-
wodowe). Bloki te kopiuje si¦ z gªównego okna gra�cznego biblioteki, przedstawionego na ilustracji
I.15. Istniej mo»liwo±¢ wyboru typu sieci telekomunikacyjnej (CSMA/CD � Ethernet, CSMA/AMP

Rys. I.15: Gªówne okno przybornika TrueTime Library.

� CAN, Round Robin, TDMA, FDMA, Switched Ethernet, 802.11b � WLAN, 802.15.4 � ZibBee)
oraz podania parametrów jej pracy (ilustracja I.16).

Mo»liwo±ci TrueTime Library nie ograniczaj¡ si¦ tylko do symulacji sieci. Dost¦pne s¡ w niej narz¦-
dzia umo»liwiaj¡ce modelowanie kompletnych i samodzielnych mikroprocesorowych systemów czasu
rzeczywistego, wyposa»onych w interfejsy sieci telekomunikacyjnych oraz mechanizmy wymiany da-
nych z otoczeniem (blok TrueTime Kernel na ilustracji I.15). System taki mo»e wi¦c dogodnie repre-
zentowa¢ w¦zeª sieci telekomunikacyjnej, speªniaj¡cy rol¦ elementu ukªadu regulacji (inteligentnego
czujnika, urz¡dzenia wykonawczego b¡d¹ regulatora). Badacz korzystaj¡cy z przybornika TrueTime
ma mo»liwo±¢ precyzyjnego zde�niowania zada« symulowanego systemu czasu rzeczywistego. Do
jego dyspozycji pozostaj¡ typowe mechanizmy komunikacji i synchronizacji mi¦dzyzadaniowej (se-
mafory, komunikaty itd.), mo»e on równie» wybra¢ metod¦ harmonogramowania zada« w systemie
spo±ród kilku gotowych lub te» stworzy¢ swój wªasny algorytm. Zadania mog¡ by¢ zakodowane
zarówno w j¦zyku MATLAB-a (i zapisane w M-plikach), jak i w j¦zyku C (wymagana jest wówczas
ich kompilacja przed symulacj¡). W jednym modelu Simulinka mo»na umie±ci¢ wiele bloków repre-
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Rys. I.16: Okna dialogowe pozwalaj¡ce zada¢ parametry pracy symulowanych sieci.

zentuj¡cych odr¦bne systemy czasu rzeczywistego oraz wiele bloków modeluj¡cych niezale»ne sieci
telekomunikacyjne. Prac¦ tych bloków monitoruje si¦ w prosty sposób, korzystaj¡c z ich sygnaªów
wyj±ciowych, które nios¡ informacj¦ odpowiednio o stanie ka»dego z zada« systemu czasu rzeczywi-
stego oraz o stanie sieci. Sygnaªy te maj¡ charakter wektorowy (po jednym elemencie dla ka»dego
odr¦bnego zadania) i przyjmuj¡ jedn¡ z kilku mo»liwych warto±ci, odpowiadaj¡cych mo»liwym sta-
nom zada« (lub sieci).

Pakiet MATLAB/Simulink, uzupeªniony o bibliotek¦ TrueTime Library, stanowi wygodne narz¦dzie
umo»liwiaj¡ce prowadzenie wspóªsymulowania (co-simulation) rozproszonych ukªadów sterowania,
w ramach jednego, spójnego ±rodowiska i bez konieczno±ci u»ycia dodatkowych, zewn¦trznych sy-
mulatorów. Jest ono szczególnie dogodne do symulowania pracy ukªadów, które zaprojektowano
stosuj¡c metod¦ co-design.

I.6 Teza rozprawy

Autor rozprawy stawia nast¦puj¡c¡ tez¦:

Wykorzystanie prawidªowo zidenty�kowanego modelu procesu w ukªadzie regulacji z p¦tl¡
sprz¦»enia zwrotnego zamkni¦t¡ przez sie¢ telekomunikacyjn¡ umo»liwia zastosowanie
algorytmów sterowania cz¦±ciowo uodpornionych na efekty wnoszone przez rozproszony
charakter ukªadu regulacji.

Przez uodpornienie ukªadu regulacji rozumie¢ b¦dziemy taki dobór algorytmu sterowania, który
zapewni stabilno±¢ ukªadu (i wymagan¡ jako±¢ regulacji) mimo wyst¦powania okre±lonych nieko-
rzystnych zjawisk (opó¹nienia przesyªu, odrzucanie pakietów), zwi¡zanych z obecno±ci¡ sieci tele-
komunikacyjnej w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego. Odwoªuj¡c si¦ do rysunku I.13, mo»na powiedzie¢,
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»e celem uodpornienia jest zmniejszenie odst¦pu mi¦dzy dwiema krzywymi przedstawionymi na
wykresie, reprezentuj¡cymi jako±¢ sterowania dyskretnego w ukªadzie klasycznym oraz w ukªadzie
rozproszonym.

Podana wy»ej teza znajdzie potwierdzenie w zasadniczej cz¦±ci pracy, uj¦tej w rozdziaª Algorytmy
sterowania w systemach rozproszonych. Odniesienia do niej zawarte s¡ równie» w ko«cowym rozdziale
Podsumowanie.

I.7 Metodyka bada«

Prezentowane w niniejszej rozprawie algorytmy sterowania w systemach rozproszonych bazuj¡ na
wykorzystaniu modeli matematycznych. S¡ to modele liniowe, w postaci równa« stanu lub transmi-
tancji. Wersje z czasem dyskretnym uzyskiwane s¡ przez �dyskretyzacj¦� modeli ci¡gªych w czasie.
Modele wykorzystywane s¡ zarówno na etapie projektowania ukªadów (dobór nastaw), jak i pod-
czas ich pracy (odtwarzanie i predykcja), a tak»e podczas symulacji komputerowych i wreszcie dla
realizacji techniki hardware in the loop.

Ka»demu z przedstawionych w pracy rozwi¡za« towarzyszy analiza teoretyczna, odnosz¡ca si¦ gªów-
nie do zagadnienia stabilno±ci oraz jako±ci regulacji w ukªadzie. Ilustracji dziaªania systemu i za-
razem potwierdzeniu skuteczno±ci u»ytego algorytmu sterowania sªu»¡ zamieszczone w rozprawie
wyniki symulacji komputerowych. Symulacje prowadzono z u»yciem pakietu oblicze« numerycz-
nych MATLAB/Simulink [96, 140], wykorzystuj¡c b¡d¹ napisane w tym celu M-pliki, b¡d¹ modele
blokowe zestawione w Simulinku. Oprócz symulacji dla kilku ukªadów sterowania przeprowadzono
eksperymenty w warunkach laboratoryjnych. Wykorzystywano b¡d¹ �zyczne modele obiektów stero-
wania (serwomechanizm pr¡du staªego, ukªad aerodynamiczny) i rzeczywiste sieci telekomunikacyjne
(Ethernet), b¡d¹ ich modele symulacyjne pracuj¡ce w czasie rzeczywistym (technika hardware in
the loop). Kody ¹ródªowe (w j¦zyku C) aplikacji czasu rzeczywistego, stosowanych podczas do±wiad-
cze«, pisano r¦cznie albo tworzono automatycznie, na podstawie schematów blokowych zestawionych
w Simulinku. Wykorzystywano do tego procedur¦ automatycznej generacji kodu, zaimplementowan¡
w przybornikach RTW (Real-Time Workshop) oraz RTWT (Real-Time Windows Target). Aplikacje
te pracowaªy b¡d¹ w ±rodowisku czasu rzeczywistego RTWT, w systemie operacyjnymMS Windows,
b¡d¹ pod kontrol¡ systemu czasu rzeczywistego Real-Time Application Interface, wspóªpracuj¡cego
z systemem operacyjnym Linux. Wyniki symulacji oraz eksperymentów zaprezentowane s¡ w formie
zestawie« tabelarycznych oraz wykresów.

I.8 Uwagi dotycz¡ce terminów stosowanych w pracy

Dla unikni¦cia niejednoznaczno±ci warto przytoczy¢ okre±lenia sze±ciu podstawowych terminów,
które b¦d¡ stosowane w pracy. S¡ to: system lub ukªad sterowania automatycznego, sterowanie,
regulacja, estymacja i predykcja.

System sterowania automatycznego oznacza ukªad sterowania zªo»ony z wielu obiektów sterowania
i automatycznych urz¡dze« steruj¡cych, wzajemnie oddziaªuj¡cych na siebie [27]. Terminy system
i ukªad b¦d¡ traktowane w pracy jako synonimy i stosowane zamiennie.
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Sterowanie to dziaªanie na okre±lony ukªad, maj¡ce na celu zapewnienie jego zachowania si¦ w »¡-
dany sposób [35, strona 18], [38, strona 71]. Regulacja za± to sterowanie w systemie zamkni¦tym,
z p¦tl¡ sprz¦»enia zwrotnego [35, 38]. Znaczenie poj¦cia sterowanie jest ogólniejsze w stosunku do
regulacji. Cho¢ w rozprawie rozpatrywane b¦d¡ gªównie ukªady regulacji (ze sprz¦»eniem zwrot-
nym), nazywa¢ je b¦dziemy niekiedy ukªadami sterowania, gdy» w ±wietle powy»szych de�nicji nie
stanowi to bª¦du.

Terminy estymacja i predykcja de�niowane s¡ najcz¦±ciej w kontek±cie probabilistycznym i stocha-
stycznym [15, strony 797 i 801], [27]. W odniesieniu do procesów stochastycznych, predykcj¦ traktuje
si¦ czasem jako szczególny przypadek estymacji [72, strona 146], [123, strona 82]. Obie nazwy by-
waj¡ jednak stosowane równie» w przypadkach, gdy nie jest akcentowany losowy charakter zjawisk.
W pracy [86, strona 89] terminem estymata stanu okre±lono wynik asymptotycznego odtwarzania
stanu systemu dynamicznego przy pomocy obserwatora Luenbergera. Nie zakªadano tam wyst¦-
powania zakªóce« sygnaªów ani niezgodno±ci modelu z obiektem, a jedynie przyj¦to, »e nie jest
znany stan pocz¡tkowy obiektu. Z kolei w pracy [115, strony 114 i 115] autor pisze o predykowaniu
(przewidywaniu, prognozowaniu) sygnaªu wyj±ciowego obiektu dynamicznego, równie» nie stawiaj¡c
wymagania obecno±ci losowych zakªóce« czy niezgodno±ci modelu z obiektem.

W niniejszej pracy termin estymacja stanu stosowany b¦dzie mi¦dzy innymi w odniesieniu do asymp-
totycznego odtwarzania stanu przy pomocy obserwatora Luenbergera oraz technik pokrewnych
(patrz podrozdziaª III.2.2), zarówno w obecno±ci zakªóce«, jak i przy ich braku. Z kolei okre±le-
nie predykcja (przewidywanie, prognozowanie) stanu u»yte zostanie w przypadku, gdy na podstawie
znajomo±ci stanu x obiektu w chwili czasu t1 (i ewentualnie w chwilach wcze±niejszych), przewidy-
wana jest warto±¢ stanu w chwili t2, pó¹niejszej w stosunku do t1 (t2 > t1). Tu równie» okre±lenie
to odniesiemy zarówno do przypadku z zakªóceniami b¡d¹ niepewno±ci¡ modelu, jak i bez nich.

Predykcja ma miejsce zarówno wówczas, gdy na podstawie tera¹niejszo±ci (i ewentualnie przeszªo±ci)
prognozujemy przyszªo±¢, jak i w sytuacji, gdy na podstawie przeszªo±ci staramy si¦ przewidzie¢ nie-
znan¡ tera¹niejszo±¢. W systemach rozproszonych ten ostatni przypadek zachodzi, gdy na podstawie
danych pomiarowych opó¹nionych z powodu transmisji okre±lamy estymat¦ aktualnej warto±ci stanu
systemu. Predykcj¦ nazywa¢ b¦dziemy niekiedy estymacj¡. Uzasadnienie takiego zamiennego u»ycia
terminów mo»na znale¹¢ mi¦dzy innymi w pracy [110, strona 126], gdzie (dla systemów z czasem
dyskretnym) jednokrokow¡ predykcj¦ nazywa si¦ estymacj¡ a priori.
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Rozdziaª II

Stan wiedzy

Poniewa» na przestrzeni ostatnich kilkudziesi¦ciu lat rozproszone systemy sterowania cieszyªy si¦
(i wci¡» ciesz¡) rosn¡cym zainteresowaniem naukowców oraz in»ynierów, znaczny jest zasób dost¦p-
nych publikacji traktuj¡cych na ich temat. Niniejszy rozdziaª stanowi przegl¡d literatury i prezentuje
podstawowe trendy w interesuj¡cej dziedzinie. Z konieczno±ci nie jest on kompletny ani wyczerpu-
j¡cy � nie pozwala na to charakter i cel niniejszego opracowania. Zamiast tego Autor wybraª kilka
przykªadów, które w jego subiektywnej ocenie s¡ najciekawsze, a zarazem najbardziej reprezenta-
tywne dla poszczególnych kierunków bada« w domenie systemów rozproszonych.

Wymagane wªasno±ci rozproszonych ukªadów regulacji mo»na osi¡ga¢ na kilka sposobów, wymie-
nionych w podrozdziale I.5. Trzy spo±ród podanych tam metod zostan¡ zilustrowane przykªadami
zebranymi w nast¦pnych podrozdziaªach.

II.1 Doskonalenie metod transmisji w sieciach telekomunikacyjnych

Jeden ze sposobów poprawy jako±ci regulacji w systemach rozproszonych polega na mody�kowaniu
protokoªu transmisji b¡d¹ struktury i kon�guracji sieci telekomunikacyjnej w taki sposób, by wpªyw
jej obecno±ci na prac¦ ukªadu regulacji automatycznej byª jak najmniejszy. W podej±ciu tym stosuje
si¦ w niezmienionej postaci standardowe algorytmy sterowania. W trzech kolejnych podrozdziaªach
opisane s¡ przykªady u»ycia tej techniki w odniesieniu do sieci Ethernet, która z jednej strony zyskuje
coraz wi¦ksz¡ popularno±¢ w automatyce, a z drugiej � stwarza mo»liwo±ci znacz¡cej poprawy jako±ci
sterowania po zastosowaniu omawianej metody.

II.1.1 RETHER � Real-Time Ethernet

W pracy [125] opisano protokóª sieciowy RETHER (Real-Time Ethernet), który zapewnia deter-
minizm przesªa« w sieci Ethernet. By go zastosowa¢, nale»y wyposa»y¢ wszystkie w¦zªy sieciowe
wspóªpracuj¡ce z danym segmentem sieci w odpowiednie sterowniki programowe (driver). Nie jest
natomiast potrzebna wymiana standardowych, sprz¦towych kart sieciowych. Dopóki »aden z w¦-
zªów nie zgªasza potrzeby przesyªania danych w trybie czasu rzeczywistego, wszystkie w¦zªy re-
alizuj¡ standardowy dla sieci Ethernet algorytm dost¦pu do medium CSMA/CD. Je±li natomiast
który± z w¦zªów zainicjuje tryb czasu rzeczywistego (RT), po wst¦pnej fazie negocjacji, ustalania
priorytetów i po wymianie potwierdze«, rozpoczyna si¦ transmisja oparta na wymianie znaczników
(token). Ma ona charakter periodyczny. Kolejne w¦zªy otrzymuj¡ znaczniki w ustalonej kolejno±ci.
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W danej chwili czasu jedynie w¦zeª posiadaj¡cy znacznik mo»e transmitowa¢ dane, dzi¦ki czemu nie
wyst¦puj¡ kolizje. Czas przetrzymywania znacznika przez ka»dy z w¦zªów jest ograniczony, a jego
warto±¢ ustalana jest indywidualnie, w zale»no±ci od zapotrzebowania zgªoszonego przez w¦zeª.
Ka»dy z w¦zªów mo»e transmitowa¢ zarówno dane krytyczne czasowo, jak i dane niekrytyczne. Dla
tych ostatnich przewidziane s¡ oddzielne �okna czasowe�.

Stosuj¡c protokóª RETHER unika si¦ kolizji, a to zapewnia deterministyczne warunki transmisji.
Autor pracy [125] testowaª stworzony przez siebie protokóª RETHER, przesyªaj¡c za jego pomoc¡
dane multimedialne, jednak nic nie stoi na przeszkodzie u»ycia go równie» do celów sterowania.

II.1.2 RTnet � sie¢ czasu rzeczywistego dla systemu RTAI

Twórcy zestawu protokoªów sieciowych RTnet [54, 71] zastosowali koncepcj¦ podobn¡ do u»ytej
w protokole RETHER. Dzi¦ki wyeliminowaniu jednoczesnych prób transmisji, unikn¦li wyst¦powa-
nia kolizji. Rozwi¡zanie RTnet powstaªo jednak z my±l¡ o zastosowaniu gªównie do celów sterowania
automatycznego, a jako warstw¦ �zyczn¡ mo»e ono wykorzystywa¢ nie tylko Ethernet. Odpowiednie
sterowniki programowe (driver), realizuj¡ce protokoªy RTnet, opracowano dla systemu operacyjnego
RTAI [10,33,34]. System ten pozwala wykonywa¢ zadania czasu rzeczywistego na komputerze klasy
PC, a do swojej pracy wymaga systemu operacyjnego Linux [1]. Sterowniki RTnet wspóªpracuj¡
z typowymi kartami sieciowymi, w które wyposa»ane s¡ komputery klasy PC. Aplikacji u»ytkownika
udost¦pniaj¡ interfejs API wzorowany na koncepcji �gniazdek� (sockets), zaadaptowany do specy-
�ki zada« czasu rzeczywistego. Konstrukcja stosu omawianej rodziny protokoªów przedstawiona jest
schematycznie na rysunku II.1, zaczerpni¦tym z pracy [71]. Wykorzystywany tu algorytm dost¦pu
do medium to TDMA (Time Division Multiple Access). Jeden, wybrany w¦zeª sieci peªni rol¦ w¦zªa
zarz¡dzaj¡cego (master), pozostaªe za± s¡ mu podporz¡dkowane (slave). Ka»dy z w¦zªów posiada
przydzielon¡ mu szczelin¦ czasow¡ (time slot), w ramach której mo»e wysyªa¢ w sie¢ pakiety. Przy-
dziaª szczelin czasowych ma zasadniczo charakter statyczny i realizuje si¦ go na etapie kon�guracji
systemu. Dla zachowania bezkolizyjnej pracy systemu konieczne jest precyzyjne synchronizowanie
zegarów wszystkich w¦zªów sieciowych, realizowane przy pomocy stworzonego w tym celu proto-
koªu. Twórcy protokoªów RTnet przewidzieli mo»liwo±¢ transmisji danych niekrytycznych czasowo,
z wykorzystaniem techniki tunelowania pakietów. W sieci mo»na umieszcza¢ zapasowe w¦zªy zarz¡-
dzaj¡ce, które przejmuj¡ kontrol¦ nad sieci¡ w przypadku awarii w¦zªa zasadniczego. Jest to istotne
dla zwi¦kszenia niezawodno±ci systemu. Mo»liwe jest doª¡czanie nowych w¦zªów typu slave w czasie
pracy systemu, jednak nie jest to mechanizm w peªni dynamiczny � ich przewidywana przyszªa
obecno±¢ musi by¢ uwzgl¦dniona wcze±niej, na etapie kon�guracji systemu.

Opisane wªasno±ci czyni¡ protokóª RTnet w peªni przydatnym w rozproszonych systemach ste-
rowania. Warto doda¢, »e zarówno RTnet, jak i RTAI oraz niektóre dystrybucje systemu Linux
rozpowszechniane s¡ na zasadzie wolnego (ang. free like freedom) oprogramowania i s¡ bezpªatne
nawet wówczas, gdy stosuje si¦ je do celów komercyjnych.

II.1.3 Przeª¡cznik sieci Ethernet z odr¦bn¡ kolejk¡ komunikatów krytycznych czasowo

Rozwi¡zania opisane w poprzednich punktach (RETHER i RTnet) wykorzystuj¡ standardowe sprz¦-
towe karty sieciowe (NIC) Ethernet, w które wyposa»one s¡ w¦zªy systemu rozproszonego, jednak
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Rys. II.1: Stos protokoªu RTnet (NIC � karta sieciowa, RT Driver � sterownik programowy karty
sieciowej, Loopback � p¦tla zwrotna, RTnet Core � trzon oprogramowania RTnet, RTcap �
mechanizm przechwytywania pakietów (packet capturing extension), RTmac � ±rodowisko dla de-
terministycznego protokoªu dost¦pu do medium (deterministic media access control framework),
noMAC � mo»liwo±¢ pracy bez deterministycznego protokoªu dost¦pu do danych, TDMA � pro-
tokóª wielodost¦pu z podziaªem czasu, VNIC � wirtualna karta sieciowa, RTcfg � usªuga kon�-
gurowania w¦zªów doª¡czanych dynamicznie do segmentu sieci w trakcie pracy systemu (real-time
con�guration service), UDP/IP, ICMP, ARP � protokoªy sieciowe, API � interfejs aplikacji
u»ytkownika. �ródªo: [71].

wymagaj¡ dokonania wymiany programowych sterowników implementuj¡cych stos protokoªów sie-
ciowych. Je±li nie jest to mo»liwe, a u»yta sie¢ z wieloma w¦zªami bazuje na technologii Switched
Ethernet, popraw¦ warunków transmisji mo»na osi¡gn¡¢ przez mody�kacj¦ zasady dziaªania prze-
ª¡czników sieciowych (switch). Sposób ten opisany jest w pracach [21, 104]. Ju» samo zastosowanie
przeª¡czników zamiast koncentratorów (hub) ogranicza domeny kolizyjne w sieci Ethernet, przyczy-
niaj¡c si¦ do skrócenia czasów przesyªu danych. Dalsza poprawa jest mo»liwa przez zaimplemento-
wanie w przeª¡cznikach mechanizmu QoS (Quality of Service). Ten ostatni sposób jest szczególnie
u»yteczny w sieciach, które przesyªaj¡ zarówno dane krytyczne jak i niekrytyczne czasowo. Prze-
ª¡cznik z mechanizmem QoS zawiera w swej strukturze logicznej kilka (co najmniej dwie) kolejek
komunikatów wychodz¡cych, przyporz¡dkowanych ka»demu z portów. Schematycznie przedstawiono
to na rysunku II.2b, zaczerpni¦tym z [21]. Ka»da z kolejek danego portu ma przypisany priorytet,
który decyduje o kolejno±ci, w jakiej wysyªane s¡ pakiety z kolejek. Pakiety krytyczne czasowo kiero-
wane s¡ do kolejki posiadaj¡cej pierwsze«stwo wysyªania. Wymagane wªasno±ci transmisji osi¡ga si¦
stosuj¡c odpowiednio dobrane algorytmy harmonogramowania w przeª¡czniku oraz stosuj¡c kilka
poziomów priorytetów (np.: najwy»szy � dane okresowe krytyczne czasowo, ±redni � dane nieokre-
sowe krytyczne czasowo, najni»szy � pozostaªe dane niekrytyczne czasowo).

Opisane rozwi¡zanie pozwala osi¡gn¡¢ maªe warto±ci opó¹nie« przesyªania komunikatów krytycz-
nych czasowo, nawet w przypadku gdy sie¢ jest dodatkowo mocno obci¡»ona wymianami niekrytycz-
nymi. Pozwala to wykorzystywa¢ t¦ sam¡ sie¢ Ethernet zarówno do zada« sterowania, jak i przesyªu

38



a) b)

Rys. II.2: Przeª¡cznik sieciowy (switch) z mechanizmem QoS: a) zasada dziaªania najprostszego
przeª¡cznika, b) wiele kolejek dla jednego portu wyj±ciowego. �ródªo: [21].

innych danych. Wspóªdzielenie takie nie jest jednak polecane, gdy» nie zapewnia tak wysokiej nie-
zawodno±ci sterowania jak sie¢ dedykowana.

II.2 Doskonalenie metod i algorytmów sterowania

Gdy nie jest mo»liwe lub wskazane mody�kowanie wªasno±ci sieci telekomunikacyjnej, popraw¦
jako±ci regulacji mo»na osi¡gn¡¢ stosuj¡c specjalne algorytmy sterowania. Uwzgl¦dniaj¡ one nieko-
rzystne zjawiska wnoszone przez sie¢, zmniejszaj¡c tym samym ich wpªyw na prac¦ ukªadu regulacji.
W kolejnych podrozdziaªach podano pi¦¢ przykªadów takich rozwi¡za«.

II.2.1 Usuni¦cie niestacjonarno±ci systemu przez zastosowanie kolejek FIFO

Jednym z podstawowych problemów w rozproszonych ukªadach regulacji jest wyst¦powanie opó¹-
nie« komunikacyjnych. Najcz¦±ciej jednak gro¹niejsza od samych opó¹nie« jest ich zmienno±¢, czy-
ni¡ca ukªad regulacji niestacjonarnym. W pracy [82] zaproponowano metod¦ sterowania, dzi¦ki
której opó¹nienia zmienne s¡ transformowane na staªe. Skrócone opisy tej metody zamieszczone s¡
w dwóch ciekawych pracach przegl¡dowych z dziedziny systemów rozproszonych [23, 118]. Polega
ona na wykorzystaniu buforów (kolejek) typu FIFO oraz obserwatora stanu i predyktora sterowania.
Schemat blokowy ukªadu regulacji przedstawiony jest na rysunku II.3, zaczerpni¦tym z [118]. Je±li

Rys. II.3: Kompensacja opó¹nie« z u»yciem kolejek, obserwatora i predyktora. �ródªo: [118].

dªugo±¢ buforów jest dopasowana do najdªu»szych mo»liwych opó¹nie« komunikacyjnych, bufory
nigdy nie zostan¡ opró»nione, a to oznacza nieprzerwane sterowanie z zamkni¦t¡ p¦tl¡ sprz¦»enia
zwrotnego.

Dzi¦ki u»yciu buforów oraz obserwatora i predyktora, osi¡ga si¦ staª¡ warto±¢ opó¹nie« i tym sa-
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mym stacjonarno±¢ zast¦pczego ukªadu regulacji. Odbywa si¦ to jednak kosztem wprowadzania
dodatkowych opó¹nie«, zwi¡zanych z obecno±ci¡ buforów.

II.2.2 Pomiar opó¹nie« i zastosowanie techniki gain scheduling

W przypadku, gdy wªasno±ci sieci telekomunikacyjnej, przez któr¡ zamyka si¦ p¦tla sprz¦»enia
zwrotnego ukªadu regulacji, zmieniaj¡ si¦ powoli, a jednocze±nie istnieje mo»liwo±¢ ich pomiaru,
mo»na skorzysta¢ z techniki zwanej Gain Adaptation lub Gain Scheduling. Polega ona na ustawicz-
nym dopasowywaniu nastaw u»ytego regulatora do zmieniaj¡cych si¦ i podlegaj¡cych pomiarowi
parametrów pracy sieci. Przykªady takiego rozwi¡zania podano w artykuªach [49] oraz [22,117].

W sieciowym ukªadzie regulacji przedstawionym na rysunku II.4, pochodz¡cym z pracy [49], zmienne
w czasie opó¹nienia komunikacyjne mierzone s¡ z wykorzystaniem wysyªanych w tym celu pomocni-
czych pakietów, pokonuj¡cych w sieci drog¦ �tam i z powrotem�. Od wyniku pomiaru zale»¡ nastawy
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Rys. II.4: Rozproszony ukªad regulacji wykorzystuj¡cy technik¦ gain scheduling. �ródªo: [49].

przesyªane do zasadniczego regulatora w ukªadzie sterowania. Nastawy s¡ wi¦c funkcj¡ zmierzonego
opó¹nienia, a dobiera si¦ je tak, by zapewni¢ asymptotyczn¡ stabilno±¢ ukªadu oraz wymagan¡
jako±¢ regulacji. Dobór nastaw mo»e odbywa¢ si¦ w trybie on-line, zwi¦ksza to jednak zªo»ono±¢
obliczeniow¡ algorytmu. Prostszym sposobem jest wyznaczenie zale»no±ci nastaw od opó¹nienia
w trybie o�-line, stablicowanie jej i wykorzystanie podczas pracy ukªadu na zasadzie odczytywania
z tablicy (Look-up Table).

Powy»sza metoda nadaje si¦ gªównie do przypadku wolnozmiennych opó¹nie«, wówczas bowiem
mo»na traktowa¢ ukªad regulacji jako w przybli»eniu stacjonarny, co znacz¡co uªatwia analiz¦ sta-
bilno±ci.

II.2.3 Ograniczenie ruchu w sieci dzi¦ki zastosowaniu obserwatorów stanu

Cz¦stotliwo±¢ próbkowania sygnaªów w rozproszonym ukªadzie regulacji przekªada si¦ na cz¦stotli-
wo±¢ przesªa« sieciowych. Im cz¦stotliwo±¢ przesªa« wi¦ksza, tym peªniejsza informacja jest dost¦pna
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regulatorowi, ale te» tym wi¦ksze obci¡»enie sieci telekomunikacyjnej. Zapotrzebowanie regulatora
na informacj¦ nie jest zazwyczaj staªe w czasie. Je±li warto±¢ zadana nie zmienia si¦, a zakªóce-
nia s¡ niewielkie, wymagan¡ jako±¢ regulacji mo»na osi¡gn¡¢ przy niskiej cz¦stotliwo±ci transmisji,
wykorzystuj¡c nieznaczny procent przepustowo±ci sieci. Z drugiej strony, przy szybkich zmianach
warto±ci zadanej lub znacznych zakªóceniach, cz¦stotliwo±¢ t¦ nale»y zwi¦kszy¢, by zachowa¢ wyma-
gan¡ jako±¢ regulacji, jednocze±nie chwilowo zwi¦kszaj¡c obci¡»enie sieci. Najkorzystniejsze wydaje
si¦ u»ycie algorytmu sterowania, który okres próbkowania dobiera w sposób adaptacyjny. Przykªad
ciekawego rozwi¡zania, realizuj¡cego t¦ ide¦, przedstawiony jest w pracach [136�138], a jego ilu-
stracj¦ stanowi rysunek II.5, skopiowany z [138]. Przedstawia on dwie wersje rozproszonego ukªadu

a) b)

Rys. II.5: Rozproszone ukªady regulacji dla obiektu MIMO: a) podstawowy, b) z estymatorami
i adaptacyjnym doborem okresu przesªa« sieciowych. �ródªo: [138].

regulacji dla obiektu wielowymiarowego o jednakowej liczbie wej±¢ i wyj±¢. W rozpatrywanym ukªa-
dzie pojedynczy w¦zeª sieci skªada si¦ z jednego czujnika, regulatora oraz urz¡dzenia wykonawczego.
Ka»dy z w¦zªów przesyªa do pozostaªych wynik pomiaru odpowiadaj¡cego mu sygnaªu wyj±ciowego
obiektu. Jest to konieczne dla zrealizowania funkcji wielowymiarowego regulatora, rozproszonej mi¦-
dzy w¦zªami. By móc w sposób dynamiczny ograniczy¢ cz¦stotliwo±¢ przesªa« sieciowych, ka»dy
z w¦zªów wyposa»ono w identyczny obserwator stanu obiektu. Obserwatory we wszystkich w¦zªach
obliczaj¡ identyczn¡ estymat¦, poniewa» korzystaj¡ z tych samych danych, rozsyªanych przez sie¢
(i startuj¡ jednocze±nie, z takim samym warunkiem pocz¡tkowym). Ka»dy z w¦zªów porównuje
warto±¢ zmierzonego przez siebie pojedynczego sygnaªu wyj±ciowego obiektu z odpowiadaj¡cym mu
elementem wektorowej estymaty z obserwatora. Gdy rozbie»no±¢ przekroczy zadany próg, aktualna
informacja pomiarowa jest rozsyªana do wszystkich pozostaªych w¦zªów, co powoduje jednocze-
sne poprawienie estymaty w ka»dym z nich (równie» nadawczym). Taki algorytm pracy zapewnia
z jednej strony utrzymanie bª¦du estymacji na zadanym poziomie, z drugiej strony ogranicza ruch
w sieci, poniewa» przesªania nast¦puj¡ tylko wówczas, gdy s¡ niezb¦dna dla zachowania zaªo»onej
dokªadno±ci estymat.

Opisane rozwi¡zanie zwi¦ksza wprawdzie nakªad oblicze« w poszczególnych w¦zªach, ale dzi¦ki temu
pozwala zaoszcz¦dzi¢ zasoby sieci telekomunikacyjnej, zwªaszcza wówczas, gdy znacz¡ce zakªócenia
lub zmiany warto±ci zadanej wyst¦puj¡ w ukªadzie regulacji sporadycznie.

41



II.2.4 Systemy przeª¡czane z opó¹nieniami opisanymi ªa«cuchami Markowa

W niektórych typach sieci telekomunikacyjnych, wykorzystywanych w rozproszonych systemach re-
gulacji, losowe opó¹nienia komunikacyjne daj¡ si¦ modelowa¢ przy pomocy ªa«cuchów Markowa.
Systemy takie mog¡ by¢ traktowane jako ukªady dyskretne z przeskokami (Discrete-time Jump
Systems), a regulatory dla nich mo»na projektowa¢ w oparciu o teori¦ stabilno±ci takich syste-
mów. Opisane podej±cie zastosowano w pracach [42, 134]. Na rysunku II.6a, zaczerpni¦tym z ar-
tykuªu [134], przedstawiono schemat rozwa»anego w nim ukªadu regulacji, za± na rysunku II.6b,
pochodz¡cym z tego samego ¹ródªa � graf reprezentuj¡cy ªa«cuch Markowa, przy pomocy którego
scharakteryzowano opó¹nienia komunikacyjne. W pracy podane jest twierdzenie okre±laj¡ce waru-

a) b)

Rys. II.6: Schemat rozproszonego ukªadu regulacji (a) oraz graf stanów ªa«cucha Markowa (b).
�ródªo: [134].

nek konieczny i dostateczny stabilno±ci ±redniokwadratowej ukªadu regulacji. Jest ono oparte na
metodzie Lapunowa i posªu»yªo autorom do skonstruowania iteracyjnego algorytmu, okre±lonego
przez nich skrótowcem V�K, który umo»liwia dobranie nastaw regulatora, Algorytm ten w ka»dej
iteracji realizuje mi¦dzy innymi zadanie poszukiwania rozwi¡zania dopuszczalnego (Feasibility Pro-
blem) ukªadu liniowych nierówno±ci macierzowych (LMI). Uzyskane nastawy nie tylko gwarantuj¡
stabilno±¢ ukªadu regulacji, ale tak»e minimalizuj¡ przyj¦ty wska¹nik jako±ci, zwany wspóªczynni-
kiem zanikania (Decay Rate). W pracy zamieszczone s¡ dwie wersje algorytmy, przy pomocy których
mo»na zaprojektowa¢ odpowiednio regulator przeª¡czany i nieprzeª¡czany. Pierwszy z nich ma za-
stosowanie, gdy istnieje mo»liwo±¢ pomiaru opó¹nie« transmisji w poszczególnych krokach pracy
ukªadu (na przykªad metod¡ znakowania pakietów znacznikiem czasowym). Wyznacza si¦ wówczas
tyle zestawów nastaw regulatora, ile mo»liwych warto±ci mo»e przyj¡¢ opó¹nienie. W czasie pracy
regulatora odpowiedni zestaw dla danego kroku wybierany jest stosownie do wyniku pomiaru wy-
st¦puj¡cego w tym kroku opó¹nienia. Je±li pomiar taki nie jest mo»liwy, nale»y skorzysta¢ z drugiej
wersji regulatora, która jest stacjonarna � nastawy nie zmieniaj¡ si¦ w czasie.

Dziaªanie regulatora w wersji przeª¡czanej przypomina nieco opisan¡ w podrozdziale II.2.2 metod¦
Gain Scheduling. Ró»nica polega przede wszystkim na mo»liwo±ci zastosowania obecnie opisywanego
rozwi¡zania w przypadku opó¹nie« szybkozmiennych, z gwarancj¡ zachowania stabilno±ci ukªadu
regulacji. Metoda ta mo»e by¢ jednak stosowana wyª¡cznie wówczas, gdy znany jest model opó¹nie«
komunikacyjnych w postaci ªa«cuchów Markowa.
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II.2.5 Sterowanie w systemach z utrat¡ danych w sieci telekomunikacyjnej

Niektóre typy sieci telekomunikacyjnych i protokoªów transmisji nie gwarantuj¡ niezawodnego do-
starczania informacji wysyªanych przez nadawc¦. W sieciach tych mo»e wyst¦powa¢ zjawisko odrzu-
cania niektórych pakietów danych, skutkuj¡ce niedostarczeniem ich do odbiorcy. Niekiedy wygodnie
jest traktowa¢ jako odrzucenie pakietu równie» przypadek dostarczenia go z opó¹nieniem przekra-
czaj¡cym maksymaln¡ akceptowaln¡ warto±¢. Zapewnienie stabilno±ci ukªadu regulacji, w którym
wyst¦puje gubienie danych, wymaga u»ycia specjalnych algorytmów sterowania. Problem ten poru-
szono mi¦dzy innymi w pracach [52,56,141]. Ukªady takie modelowane s¡ najcz¦±ciej jako asynchro-
niczne systemy dynamiczne (ADS � Asynchronous Dynamical System), a ich stabilno±¢ analizowana
jest w kontek±cie probabilistycznym.

Autorzy pracy [52] rozwa»aj¡ zagadnienie regulacji w ukªadzie przedstawionym na rysunku II.7,
w którym obiekt pierwszego rz¦du z czasem dyskretnym sterowany jest przez regulator proporcjo-
nalny, a próbki sygnaªu wyj±ciowego obiektu przesyªane s¡ przez sie¢ telekomunikacyjn¡, w któ-
rej wyst¦puje zjawisko odrzucania danych. Zakªada si¦, »e zdarzenia utraty pakietów w ró»nych

Rys. II.7: Ukªad regulacji z sieci¡ telekomunikacyjn¡ odrzucaj¡c¡ niektóre pakiety. �ródªo: [52].

chwilach czasu s¡ niezale»ne, a prawdopodobie«stwo odrzucenia pakietu jest równe znanemu pa-
rametrowi p. Na obiekt oddziaªuj¡ zakªócenia stochastyczne n[t] i m[t], maj¡ce charakter niesko-
relowanych ze sob¡ szumów biaªych o zerowych warto±ciach ±rednich i znanych kowariancjach σ2

N

oraz σ2
M . W przypadku niedostarczenia pakietu danych pomiarowych do proporcjonalnego regula-

tora od stanu, sygnaª steruj¡cy przyjmuje warto±¢ zero. Autorzy pracy podaj¡ warunek konieczny
i dostateczny istnienia regulatora, który zapewnia stabilno±¢ systemu w sensie ±redniokwadrato-
wym (ograniczona warto±¢ wariancji stanu przy czasie zmierzaj¡cym do niesko«czono±ci). Jest on
nast¦puj¡cy: α2 p < 1, przy czym α to macierz stanu obiektu regulacji (w rozwa»anym przykªadzie
b¦d¡ca skalarem), za± p to prawdopodobie«stwo odrzucenia pakietu danych. W pracy wyznaczany
jest tak»e przedziaª [m1, m2] dla nastawy γ regulatora od stanu, stabilizuj¡cego system. Na za-
ko«czenie podany jest sposób doboru optymalnego regulatora γ, minimalizuj¡cego wariancj¦ stanu
obiektu w granicy w niesko«czono±ci.

W artykule [56] rozwa»any jest mi¦dzy innymi ukªad regulacji przedstawiony na rysunku II.8. Za-
daniem regulatora K jest tu zminimalizowanie wpªywu sygnaªu wej±ciowego w na sygnaª wyj±ciowy
z. Zarówno sygnaª wej±ciowy x regulatora K, jak i jego sygnaª wyj±ciowy u, przesyªane s¡ za po-
±rednictwem sieci telekomunikacyjnych, które nie gwarantuj¡ niezawodnego dostarczenia danych.
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Rys. II.8: Ukªad regulacji modelowany jako asynchroniczny system dynamiczny. �ródªo: [56].

Dla obu sieci zaªo»ono ró»ne wspóªczynniki r1 i r2, okre±laj¡ce udziaª czasu, przez który dane s¡
dostarczane do odbiorcy. Ukªad regulacji modelowany jest jako asynchroniczny system dynamiczny,
w którym wyst¦puj¡ ograniczenia na warto±ci wspóªczynników r1 i r2.

W uproszczeniu, asynchroniczny system dynamiczny ª¡czy w sobie zarówno dynamik¦ ci¡gª¡, jak
i dyskretn¡. Pierwsza z nich opisywana jest równaniami ró»niczkowymi zwyczajnymi, druga � auto-
matem sko«czonym, pobudzanym asynchronicznie przez zdarzenia zewn¦trzne. Z automatem zwi¡-
zany jest stan dyskretny, za± z równaniami ró»niczkowymi � stan ci¡gªy. Warto±¢ stanu dyskretnego
wpªywa na posta¢ równa« stanu ci¡gªego, a tym samym na zachowanie caªego systemu. W ukªadzie
przedstawionym na rysunku II.8 dynamika ci¡gªa opisywana jest ró»niczkowym równaniem stanu,
które mo»e przyjmowa¢ ró»ne postacie, w zale»no±ci od pozycji przeª¡czników r1 i r2, reprezentuj¡-
cych dyskretny stan systemu zwi¡zany z obecno±ci¡ sieci telekomunikacyjnych (otwarty wyª¡cznik
oznacza odrzucanie danych transmitowanych przez sie¢).

Do analizy stabilno±ci asynchronicznych systemów dynamicznych autorzy proponuj¡ u»ycie metody
wykorzystuj¡cej funkcjonaª Lapunowa o postaci V (x) = xT P x z dodatnio okre±lon¡ symetryczn¡
rzeczywist¡ macierz¡ kwadratow¡ P . Poszukiwanie odpowiedniej macierzy P , pozwalaj¡cej wyka-
za¢ asymptotyczn¡ stabilno±¢ badanego ukªadu regulacji, a jednocze±nie oszacowanie wspóªczynnika
szybko±ci zanikania przebiegów przej±ciowych w ukªadzie, polegaj¡ na rozwi¡zania ukªadu bilinio-
wych nierówno±ci macierzowych (BMI � Bilinear Matrix Inequality). W artykule podana jest równie»
metoda jednoczesnego poszukiwania funkcjonaªu Lapunowa V , dowodz¡cego stabilno±ci zamkni¦-
tego ukªadu regulacji oraz regulatora K, gwarantuj¡cego uzyskanie po»¡danej jako±ci regulacji. Po-
szukiwanie to odbywa si¦ w ramach iteracyjnej procedury V-K. Ka»da iteracja skªada si¦ z dwóch
etapów. W pierwszym etapie, dla ustalonego regulatora K, wyznacza si¦ funkcjonaªu Lapunowa dla
systemu. Drugi etap polega na znalezieniu (dla ustalonego funkcjonaªu V ) regulatora K daj¡cego
polepszenie wska¹nika jako±ci regulacji, którym jest tu wspóªczynnik wzmocnienia RMS (Root Mean
Square). Powtarzanie iteracji przerywa si¦, je±li nie nast¦puje dalsza poprawa jako±ci.

Autorzy artykuªu przedstawili przykªad u»ycia zaproponowanego przez siebie algorytmu dla doboru
nastaw regulatora w ukªadzie przedstawionym na rysunku II.8, w którym obiektem regulacji jest
prosty system mechaniczny pokazany na rysunku II.9.
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Rys. II.9: System mechaniczny stanowi¡cy obiekt regulacji. �ródªo: [56].

II.3 Wspóªprojektowanie (co-design) algorytmów automatyki i sieciowych

W rozbudowanych rozproszonych systemach sterowania cz¦sto przez pojedyncz¡ sie¢ telekomunika-
cyjn¡ zamyka si¦ wiele niezale»nych p¦tli sprz¦»enia zwrotnego, nale»¡cych do odr¦bnych ukªadów
regulacji. Fakt korzystania przez wiele w¦zªów ze wspólnej sieci stwarza konieczno±¢ podziaªu mi¦-
dzy nie jej zasobów, mierzonych tutaj jej przepustowo±ci¡. Podziaª ten mo»e by¢ zrealizowany na
zasadzie harmonogramowania zada« transmisji, które traktuje si¦ w takim przypadku podobnie jak
zadania obliczeniowe w komputerowym systemie czasu rzeczywistego [32]. Harmonogram mo»na
uzale»ni¢ b¡d¹ od parametrów ukªadów regulacji wchodz¡cych w skªad rozproszonego systemu ste-
rowania, b¡d¹ od warto±ci sygnaªów wyst¦puj¡cych w tych ukªadach.

Naszkicowana technika stanowi jedn¡ z odmian �wspóªprojektowania� (co-design), które zakªada
wprowadzenie zale»no±ci mi¦dzy algorytmem sterowania automatycznego a algorytmem harmono-
gramowania zada« transmisji � b¡d¹ tylko na etapie projektowania rozproszonego systemu regulacji,
b¡d¹ ustawicznie w czasie jego pracy. Harmonogramy zada« transmisji mog¡ by¢ ukªadane w trybie
o�-line (jednorazowo podczas projektowania systemu) lub powstawa¢ on-line (ustawicznie w trakcie
jego dziaªania). Przykªady obu wariantów zaprezentowane b¦d¡ w dwóch kolejnych podrozdziaªach.
Tryb o�-line jest mo»liwy tylko wówczas, gdy o harmonogramie decyduj¡ wyª¡cznie parametry
ukªadu regulacji, natomiast nie zale»y on od wyst¦puj¡cych w ukªadzie sygnaªów. Wariant on-line
nadaje si¦ dla obu przypadków (zale»no±¢ od parametrów lub sygnaªów).

W trakcie ukªadania harmonogramu w trybie o�-line mo»e si¦ okaza¢, »e nie jest mo»liwe znalezie-
nie rozwi¡zania dopuszczalnego, speªniaj¡cego wymagania stawiane ukªadom regulacji (stabilno±¢,
jako±¢ regulacji). Konieczne jest wówczas zmody�kowanie tych wymaga«, przeprojektowanie regu-
latorów i podj¦cie kolejnej próby uªo»enia harmonogramu. Oznacza to jednoczesny dobór harmo-
nogramu transmisji i nastaw regulatorów, realizowany cz¦sto w ramach procedury iteracyjnej. Jest
ona powtarzana do momentu, w którym otrzymuje si¦ dopuszczalny harmonogram i jednocze±nie
stabilne ukªady regulacji, gwarantuj¡ce zaªo»on¡ jako±¢ sterowania [4].

II.3.1 Harmonogram uzale»niony od parametrów ukªadów regulacji

Metody harmonogramowania zada« transmisji z uwzgl¦dnieniem parametrów ukªadów regulacji po-
dane s¡ w pracach [70, 100] oraz [13, 14]. W artykuªach [70, 100] przyj¦to zaªo»enie, »e przez sie¢
telekomunikacyjn¡ przesyªane s¡ zarówno sygnaªy wyj±ciowe, jak i wej±ciowe wszystkich obiektów
regulacji w rozpatrywanym rozproszonym systemie sterowania. Sytuacj¦ t¦ przedstawia rysunek
II.10, pochodz¡cy z [100]. Autorzy zaproponowali, by harmonogram transmisji ukªada¢ na podsta-
wie parametru zwanego �maksymalnym dopuszczalnym opó¹nieniem� (Maximum Allowable Time
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Rys. II.10: Pojedyncza j-ta p¦tla sprz¦»enia zwrotnego w wielop¦tlowym rozproszonym ukªadzie
regulacji. �ródªo: [100].

Delay), ustalanego niezale»nie dla ka»dej z p¦tli sprz¦»enia zwrotnego. Warto±¢ tego parametru wy-
znacza si¦ z warunków stabilno±ci p¦tli regulacji, z u»yciem metody Lapunowa. Podczas tworzenia
harmonogramu jest on przyjmowany jako górne ograniczenie okresu próbkowania dla poszczególnych
p¦tli sprz¦»enia zwrotnego. Zaproponowany algorytm gwarantuje przydziaª zasobów sieci zarówno
dla przesyªu danych okresowych, jak i dla transmisji o charakterze sporadycznym. Otrzymany har-
monogram ma charakter statyczny, w zwi¡zku z czym mo»e by¢ opracowany w trybie o�-line.

Z kolei autorzy prac [13,14] zaªo»yli, »e przez sie¢ przesyªane b¦d¡ jedynie sygnaªy wyj±ciowe obiek-
tów regulacji. Schematycznie przedstawia to rysunek II.11, cym z artykuªu [14]. Tutaj harmono-

Rys. II.11: Wiele p¦tli sprz¦»enia zwrotnego zamkni¦tych przez wspóln¡ sie¢. �ródªo: [14].

gram ukªadany jest z u»yciem algorytmu RM (Rate Monotonic), za± priorytety zada« transmisji
zale»¡ od maksymalnych dopuszczalnych okresów próbkowania w poszczególnych ukªadach regula-
cji, gwarantuj¡cych zachowanie stabilno±ci. Autorzy zwrócili uwag¦ na mo»liwo±¢ ªatwej realizacji
zaproponowanego algorytmu harmonogramowania w sieci CAN, w której kolizji unika si¦ stosu-
j¡c mechanizm arbitra»u bitowego na bazie identy�katorów wiadomo±ci. Nale»y tylko uzale»ni¢ te
identy�katory od przyj¦tych priorytetów, a sie¢ CAN samoczynnie zrealizuje zadanie harmonogra-
mowania. W omawianych pracach podano równie» sposób doboru harmonogramu optymalnego.
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Wska¹nik jako±ci uzale»niono tu od uzyskanych okresów próbkowania poszczególnych ukªadów re-
gulacji. Rozpatrzono te» przypadek sieci, w której wyst¦puj¡ opó¹nienia transmisji, a tak»e wariant
ukªadu z siecia telekomunikacyjn¡ dopuszczaj¡c¡ gubienie pakietów.

II.3.2 Harmonogram uzale»niony od sygnaªów w ukªadach regulacji

W dwóch opisanych wy»ej rozwi¡zaniach ide¦ wspóªprojektowania zrealizowano ukªadaj¡c harmo-
nogram transmisji w oparciu o wybrane parametry ukªadów regulacji. Obecnie przedstawimy
rozwi¡zanie, w którym harmonogram uzale»niono od warto±ci sygnaªów wyst¦puj¡cych w ukªadzie
regulacji. Pochodzi ono z prac [40,126�129]. Rozwa»a si¦ w nich pojedynczy wielowymiarowy i nie-
liniowy ukªad regulacji, przedstawiony na rysunku II.12, zapo»yczonym z [126]. Sie¢ po±redniczy tu

Rys. II.12: Wielowymiarowy rozproszony ukªad regulacji (xc � stan regulatora, xp � stan obiektu, y

� sygnaª wyj±ciowy obiektu, ŷ � najaktualniejsza (najpó¹niej przesªana przez sie¢) dost¦pna regu-
latorowi warto±¢ sygnaªu wyj±ciowego obiektu). �ródªo: [126].

jedynie w przesyªaniu sygnaªów wyj±ciowych obiektu do regulatora. Z ka»dym z wielu wyj±¢ obiektu
stowarzyszony jest odr¦bny czujnik�w¦zeª sieciowy, a wszystkie w¦zªy wymieniaj¡ dane w ramach
wspólnej sieci. Harmonogram transmisji jest tu ustalany na bie»¡co w czasie pracy systemu i ma
wobec tego charakter dynamiczny. Opiera si¦ on na priorytetach, które zale»¡ od warto±ci sygnaªów
wyj±ciowych obiektu. Priorytet jest tym wy»szy, im wi¦ksza jest ró»nica mi¦dzy aktualn¡ warto±ci¡
sygnaªu a warto±ci¡ ostatnio przesªan¡ przez sie¢. Zastosowany algorytm harmonogramowania zostaª
okre±lony przez autorów terminem Try-Once-Discard (TOD). W praktycznych rozwi¡zaniach mo»na
go ªatwo zrealizowa¢, je±li u»ywana jest sie¢ CAN, w sposób analogiczny do opisanego w poprzednim
podrozdziale. Autorzy sformuªowali warunki, dla jakich ukªad zachowuje stabilno±¢ i przedstawili
wyniki symulacji komputerowych jego pracy dla przykªadowego obiektu regulacji.

Podstawowa zaleta zaprezentowanych wy»ej metod co-design to mo»liwo±¢ uzyskania wysokiej ja-
ko±ci regulacji przy ograniczonej przepustowo±ci dost¦pnej sieci telekomunikacyjnej. Wad¡ jest na-
tomiast kªopotliwa implementacja w przypadku wi¦kszo±ci u»ywanych w praktyce przemysªowej
sieci.

47



II.4 Niekonwencjonalne algorytmy sterowania

Sterowanie w systemach rozproszonych mo»na zrealizowa¢ zarówno sposobami �klasycznymi�, jak
i z wykorzystaniem algorytmów zaliczanych do klasy metod �inteligentnych� czy �niekonwencjo-
nalnych�. Te ostatnie obejmuj¡ mi¦dzy innymi regulatory rozmyte (fuzzy) oraz sieci neuronowe.
Przykªad zastosowania sieci neuronowej do sterowania w zdalnym systemie robotycznym opisany
jest w artykule [60]. Z kolei u»ycie techniki rozmytej opisano w pracy [135], z której pochodzi sche-
mat systemu regulacji przedstawiony na rysunku II.13. W jednym ukªadzie u»yte tu zostaªy dwa

Rys. II.13: Rozproszony ukªad sterowania z regulatorami rozmytymi. �ródªo: [135].

regulatory rozmyte � jeden zasadniczy (podrz¦dny), a drugi pomocniczy (nadrz¦dny), adaptacyjnie
dopasowuj¡cy nastawy pierwszego do zmieniaj¡cych si¦ warunków pracy.

II.5 Stabilno±¢ rozproszonych ukªadów regulacji

Bez wzgl¦du na to, jak¡ metod¡ projektowany jest rozproszony system regulacji, zawsze podstawo-
wym stawianymmu wymaganiem jest zachowanie stabilno±ci. W przypadku deterministycznym »¡da
si¦ najcz¦±ciej stabilno±ci asymptotycznej w sensie Lapunowa [86] lub stabilno±ci typu BIBO [94].
W kontek±cie stochastycznym bada si¦ najcz¦±ciej stabilno±¢ ±redniokwadratow¡ [107]. Wyczerpu-
j¡cy przegl¡d zagadnie« stabilno±ci rozproszonych ukªadów regulacji zawarty jest w artykule [142].
Autorzy opisali w pracy kwestie stabilno±ci w obecno±ci opó¹nie« komunikacyjnych, zarówno krót-
szych od okresu próbkowania, jak i przekraczaj¡cych go. Odnie±li si¦ te» do przypadku transmisji
jedno- i wielopakietowych oraz przedstawili sposób analizy stabilno±ci z wykorzystaniem teorii sys-
temów hybrydowych. Pokazali, jak modelowa¢ i analizowa¢ systemy z utrat¡ pakietów. W artykule
zebrano szereg ró»nych wyników dotycz¡cych stabilno±ci, a zamieszczona w nim bibliogra�a stanowi
przewodnik po literaturze traktuj¡cej na ten temat.
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Rozdziaª III

Algorytmy sterowania w systemach rozproszonych

Niniejszy rozdziaª stanowi zasadnicz¡ cz¦±¢ rozprawy. Autor zawarª w nim wyniki swoich bada«:
rozwa»a« teoretycznych, symulacji komputerowych oraz eksperymentów laboratoryjnych. Materiaª
podzielony jest tematycznie na szereg podrozdziaªów. Ka»dy z nich prezentuje jedn¡ lub kilka wy-
branych metod uodparniania rozproszonych ukªadów regulacji na okre±lony rodzaj niekorzystnych
zjawisk zwi¡zanych z obecno±ci¡ sieci transmisji danych w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego. Poni»ej omó-
wiono skrótowo tematy kolejnych podrozdziaªów, podaj¡c charakter rozwa»anych w nich problemów
oraz sygnalizuj¡c sposoby ich rozwi¡zywania.

Pierwszy podrozdziaª opisuje sposoby kompensacji wpªywu zmiennych w czasie opó¹nie« komuni-
kacyjnych na jako±¢ regulacji oraz warunki stabilno±ci. Podrozdziaª ten skªada si¦ z dwóch cz¦±ci.
Pierwsza z nich zajmuje si¦ przypadkiem opó¹nie« losowych krótszych od okresu próbkowania. Do
ich kompensacji wykorzystywana jest metoda predykcji (estymacji) stanu, przydatna w przypadku,
gdy znane s¡: model obiektu regulacji oraz warto±ci opó¹nie«. Najefektywniej technika ta mo»e by¢
u»yta wówczas, gdy sie¢ komunikacyjna umieszczona jest jedynie na drodze sygnaªu pomiarowego
z czujnika do regulatora. W pozostaªych przypadkach (inna lokalizacja sieci) mo»liwo±¢ zastosowania
metody jest ograniczona. Druga cz¦±¢ traktuje o zastosowaniu buforów ujednolicaj¡cych (�ltruj¡-
cych) opó¹nienia. Rozpatrywanych jest kilka typów buforów. Niektóre z nich czyni¡ wypadkowe
opó¹nienia staªymi, co istotnie upraszcza projektowanie ukªadu sterowania. W przypadku pozosta-
ªych typów buforów wypadkowe opó¹nienia nie s¡ wprawdzie staªe, jednak ich zmieniony charakter
uªatwia dobór regulatora.

W drugim podrozdziale opisano sposoby ograniczania cz¦stotliwo±ci przesªa« pakietów w sieci te-
lekomunikacyjnej w rozproszonym systemie regulacji. Uzyskiwana w ten sposób redukcja ruchu
sieciowego (obci¡»enia sieci) jest konieczna wówczas, gdy wymagana w ukªadzie sterowania cz¦sto-
tliwo±¢ próbkowania przekracza mo»liw¡ do osi¡gni¦cia cz¦stotliwo±¢ przesªa« sieciowych. Podroz-
dziaª skªada si¦ z trzech cz¦±ci. Pierwsza z nich prezentuje metod¦ obni»ania cz¦stotliwo±ci przesªa«
sieciowych przez grupowanie próbek sterowa« i pomiarów. Pomocniczo wykorzystywana jest tu
technika estymacji stanu i sterowania w oparciu o model procesu. Metoda ta pozwala na zró»ni-
cowanie cz¦stotliwo±ci taktowania poszczególnych skªadników systemu (inna cz¦stotliwo±¢ dla sieci
i inna dla pozostaªych elementów ukªadu sterowania). W drugiej cz¦±ci poruszono zagadnienie nie-
jednoczesnego próbkowania sygnaªów wyj±ciowych wielowymiarowego obiektu regulacji. Technika ta
umo»liwia zachowanie wysokiej cz¦stotliwo±ci próbkowania w ukªadzie o wielu wyj±ciach, w którym
ograniczenia narzucane przez sie¢ nie pozwalaj¡ na przesªanie w pojedynczym okresie próbkowania
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danych ze wszystkich czujników, b¦d¡cych niezale»nymi w¦zªami sieciowymi. Trzecia cz¦±¢ poka-
zuje, jak mo»na obni»y¢ cz¦stotliwo±¢ próbkowania sygnaªów, redukuj¡c tym samym ruch w sieci,
nie pogarszaj¡c jako±ci regulacji. Konieczne jest do tego zast¡pienie w urz¡dzeniu wykonawczym
klasycznego ekstrapolatora zerowego (najcz¦±ciej wykorzystywany) lub pierwszego rz¦du przez ulep-
szon¡ wersj¦ ekstrapolatora FOH, nazwan¡ tutaj IFOH � Improved First Order Hold.

Kolejny, trzeci podrozdziaª prezentuje sposób uodparniania rozproszonego ukªadu regulacji na utrat¦
danych w sieci telekomunikacyjnej. Wykorzystywana jest tu metoda predykcji (estymacji) stanu
i sterowania lub inaczej sterowania na podstawie matematycznego modelu obiektu regulacji. Jej
zastosowanie pozwala w istotny sposób poprawi¢ jako±¢ regulacji, a po±rednio równie» odporno±¢
ukªadu na zakªócenia. Mo»e by¢ ona u»yta zarówno wówczas, gdy sie¢ �gubi¡ca� pakiety umieszczona
jest na drodze mi¦dzy czujnikiem a regulatorem (kompensatorem dynamicznym), jak i w przypadku,
gdy po±redniczy ona w wymianie danych mi¦dzy regulatorem a urz¡dzeniem wykonawczym.

Tylko cz¦±¢ spo±ród przedstawionych dalej rozwa»a« ma charakter wyª¡cznie teoretyczny. Wi¦k-
szo±¢ jednak jest uzupeªniona i zilustrowana wynikami symulacji komputerowych, przeprowadzo-
nych w ±rodowisku MATLAB/Simulink. Wnioski z niektórych bada« zostaªy równie» zwery�kowane
eksperymentalnie w warunkach laboratoryjnych. Wykorzystano w tym celu rzeczywiste, �zyczne
modele obiektów regulacji oraz sie¢ Ethernet. Stosowano te» technik¦ hardware in the loop [108],
steruj¡c za po±rednictwem rzeczywistej sieci modelem obiektu, symulowanym w czasie rzeczywistym
na komputerze PC. W podrozdziaªach, które prezentuj¡ kilka ró»nych sposobów rozwi¡zania posta-
wionego w nich problemu, umieszczono krótkie podsumowania porównuj¡ce zaprezentowane metody.
Dyskusje teoretyczne uzupeªniono uwagami na temat mo»liwo±ci praktycznej realizacji ukªadowej
prezentowanych algorytmów. Miejscami wskazano równie» propozycje i kierunki dalszych bada«,
którymi Autor ma zamiar zaj¡¢ si¦ w przyszªo±ci.

Opisy poszczególnych zagadnie« s¡ ilustrowane rycinami: schematami blokowymi, diagramami i wy-
kresami, które zdaniem Autora znacz¡co zwi¦kszaj¡ czytelno±¢ i uªatwiaj¡ zrozumienie prezento-
wanego materiaªu. W dodatkach na ko«cu rozprawy zamieszczone s¡ fragmenty kodów ¹ródªowych
programów, które byªy wykorzystywane w trakcie bada«. Programy te napisane s¡ b¡d¹ w j¦zyku
pakietu MATLAB [96, 140] (M-pliki), b¡d¹ w C lub C++ [139]. Tekst jest uzupeªniony odniesie-
niami to literatury traktuj¡cej o zagadnieniach podobnych do rozwa»anych tutaj lub zawieraj¡cej
wykorzystane tu wiadomo±ci. Kolejno±¢, w jakiej prezentowany jest materiaª, nie jest przypadkowa.
Dzi¦ki temu w kolejnych podrozdziaªach Autor mo»e powoªywa¢ si¦ na wyniki przedstawione wcze-
±niej.

III.1 Kompensacja wpªywu opó¹nie« komunikacyjnych

Z transmisj¡ danych przez sie¢ telekomunikacyjn¡ w sposób nieunikniony wi¡»e si¦ wyst¦powanie
opó¹nie« komunikacyjnych. Inne niekorzystne zjawiska spotykane w sieciach, takie jak gubienie czy
dublowanie pakietów b¡d¹ zaburzona kolejno±¢ ich dostarczania, mog¡ by¢ wyeliminowane przez za-
stosowanie odpowiednich protokoªów zarz¡dzaj¡cych prac¡ sieci. Podobnie, dobieraj¡c odpowiedni
model wymiany danych, mo»na unikn¡¢ konkurowania o dost¦p do medium wielu w¦zªów nale»¡cych
do kilku ró»nych ukªadów regulacji. Opó¹nienia komunikacyjne obecne s¡ natomiast we wszystkich
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ukªadach sieciowych, nawet najprostszych, bez wzgl¦du na u»yte typy sieci, protokoªy sieciowe b¡d¹
kon�guracje ukªadów regulacji. W zale»no±ci od rodzaju u»ytej sieci oraz warunków jej pracy, opó¹-
nienia mog¡ mie¢ warto±¢ staª¡ lub te» zmienia¢ si¦ � b¡d¹ w sposób znany z góry (okresowy lub
nie), b¡d¹ te» losowo. Nieuwzgl¦dnienie opó¹nie« komunikacyjnych na etapie projektowania rozpro-
szonego ukªadu regulacji mo»e doprowadzi¢ do uzyskania niskiej jako±ci sterowania lub nawet utraty
stabilno±ci systemu. Natomiast umiej¦tne wykorzystanie modelu obiektu w ±wiadomym opó¹nie«
algorytmie sterowania umo»liwia zwi¦kszenie odporno±ci ukªadu na ich obecno±¢. W kolejnych pod-
rozdziaªach opisane s¡ przykªady ukªadów regulacji, w których wyst¦puj¡ opó¹nienia komunikacyjne
oraz zaprezentowane s¡ ró»ne warianty sterowania w takich ukªadach.

III.1.1 Opó¹nienie zmienne sygnaªu pomiarowego, mniejsze od okresu próbkowania

Obecnie rozwa»a¢ b¦dziemy rozproszony ukªad regulacji, w którym sie¢ komunikacyjna po±redni-
czy jedynie w przekazywaniu próbek stanu x obiektu z czujnika do regulatora (lub kompensatora
dynamicznego). Przekazywanie pozostaªych informacji w ukªadzie (sterowanie u) odbywa si¦ bez-
zwªocznie, bez udziaªu jakiejkolwiek sieci. Schemat blokowy takiego ukªadu regulacji przedstawiony
jest na rysunku III.1. Schemat ten b¦dzie podlegaª w dalszym ci¡gu pewnym mody�kacjom, ró»nym
dla poszczególnych algorytmów sterowania, opisanych w dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu. W skªad
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Rys. III.1: Schemat blokowy rozproszonego ukªadu regulacji (S � czujnik (sensor), C � regulator
(kompensator dynamiczny), A � urz¡dzenie wykonawcze (aktuator), N � sie¢ telekomunikacyjna,
Pc � obiekt regulacji (z czasem ci¡gªym), Ts � zegar wyzwalaj¡cy akcje czujnika).

ukªadu wchodzi obiekt regulacji z czasem ci¡gªym Pc, z którym wspóªpracuj¡: urz¡dzenie wy-
konawcze (aktuator) A oraz czujnik (sensor) S. Czujnik taktowany jest przez zegar Ts, który
utrzymuje staªy okres T mi¦dzy kolejnymi próbkowaniami stanu x obiektu. Próbki stanu x(k T )

przesyªane s¡ w postaci pakietów przez sie¢ komunikacyjn¡ N, doznaj¡c w k-tym kroku próbkowa-
nia opó¹nienia o warto±ci τN

k . Dalej zaªo»ymy, »e czas oblicze« w regulatorze jest pomijalnie maªy
w stosunku do okresu próbkowania (τC

k ¿ T ), a akcje urz¡dzenia wykonawczego i czujnika � niemal
natychmiastowe (τA

k ¿ T , τS
k ¿ T ). Wówczas caªkowite opó¹nienie sygnaªu w p¦tli sprz¦»enia

jest w przybli»eniu równe jedynie opó¹nieniu wnoszonemu przez sie¢ (τk ≈ τN
k ), które uwa»amy za

istotne dla jako±ci sterowania.

Je±li wymienione czasy nie s¡ zaniedbywalne w stosunku do okresu próbkowania T , lecz pozostaj¡
staªe (przynajmniej dwa z nich: τC = const i τA = const), mo»na je zsumowa¢ z opó¹nieniem
transmisji τN

k i rozpatrywa¢ wszystkie te wielko±ci ª¡cznie (wówczas τk = τN
k + τS

k + τC + τA).
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Dalej zaªo»ymy, »e opó¹nienie τk jest zmienne w czasie (z kroku na krok), lecz mie±ci si¦ zawsze
w przedziale [τ , τ ], przy czym τ jest wi¦ksze od zera, za± wi¦ksze od niego τ � mniejsze od okresu T ,
z jakim próbkowany jest stan obiektu (0 < τ 6 τk 6 τ < T ). Akcja regulatora (lub kompensatora)
C, wyznaczaj¡cego sterowanie u dla obiektu, wyzwalana jest zdarzeniem polegaj¡cym na otrzymaniu
pakietu danych z sieci. Podobnie akcja urz¡dzenia wykonawczego A podejmowana jest niezwªocznie
po otrzymaniu nowej warto±ci sterowania z regulatora. Urz¡dzenie wykonawcze realizuje algorytm
ekstrapolacji zerowego rz¦du (ZOH).

W kolejnych podrozdziaªach prezentowane b¦d¡ mody�kacje przedstawionego ukªadu. B¦dzie on
uzupeªniany o dodatkowe elementy (bufory, predyktory, dodatkowe zegary), mo»e te» ulec zmianie
sposób wyzwalania akcji poszczególnych bloków (kompensatora C i urz¡dzenia wykonawczego A),
stosownie do wymaga« proponowanego algorytmu sterowania.

Niech liniowy, stacjonarny, sko«czenie wymiarowy obiekt regulacji Pc opisany b¦dzie nast¦puj¡cym
równaniem stanu

ẋ(t) = A x(t) + B u(t) (III.1)

gdzie x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rp, t ∈ [0, ∞) ⊂ R, x(0) ∈ Rn. Gdyby z ukªadu regulacji przedstawionego
na rysunku III.1 usuni¦to sie¢ telekomunikacyjn¡ (a suma czasów τS

k + τC
k + τA

k byªa pomijalnie
maªa w porównaniu z okresem próbkowania T ), wówczas mo»na by przyj¡¢, »e akcje czujnika i aktu-
atora (odpowiednio: próbkowanie oraz ekstrapolacja ZOH) podejmowane s¡ jednocze±nie, ze staªym
okresem T . Ukªad realizuj¡cy taki sposób sterowania przedstawiony jest na rysunku III.2a. Dalej
b¦dzie on nazywany ukªadem odniesienia. Obiekt z czasem ci¡gªym Pc, uzupeªniony o elementy
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Rys. III.2: Klasyczny ukªad regulacji (bez sieci telekomunikacyjnej): a) peªny schemat blokowy,
b) uproszczony schemat zast¦pczy (Pc � obiekt regulacji z czasem ci¡gªym, Pd � obiekt regula-
cji z czasem dyskretnym, C � regulator (kompensator), N � sie¢ telekomunikacyjna, S � czujnik
(sensor), A � urz¡dzenie wykonawcze (aktuator), Ts � zegar taktuj¡cy czujnik).

A i S (aktuator i sensor), mo»e by¢ traktowany jako element Pd z czasem dyskretnym, opisany
równaniem stanu

x((k + 1)T ) = Φx(k T ) + Γ u(k T ) (III.2)

gdzie macierze: stanu Φ i wej±cia Γ wyra»aj¡ si¦ znanymi wzorami [46,86,87]

Φ = Φ(T ) = eT A, Γ = Γ(T ) =
∫ T

0
et AB dt (III.3)
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Dla uproszczenia dalszego zapisu posªu»ymy si¦ symbolami x[k] oraz u[k]. Pierwszy z nich b¦dzie
oznaczaª próbk¦ sygnaªu x(t) pozyskan¡ w chwili tk = k T

x[k] = x(tk) = x(k T ), k ∈ N (III.4)

za± drugi � �próbk¦� dyskretnego sygnaªu steruj¡cego, przetwarzanego przez aktuator (realizuj¡cy
algorytm ZOH) w sygnaª z czasem ci¡gªym. W ukªadzie na rysunku III.2a jest to sygnaª schodkowy
(przedziaªami staªy), przyjmuj¡cy na przedziale czasu [k T, (k + 1)T ) warto±¢ równ¡ u[k]

u(t) = u[k] dla t ∈ [k T, (k + 1)T ) = [tk, tk+1)

Wielko±¢ k ∈ N nazywa¢ b¦dziemy numerem (indeksem) chwili czasu tk = k T lub te» w skrócie �
tam, gdzie nie doprowadzi to do niejednoznaczno±ci � chwil¡ czasu.

Je±li para macierzy (Φ, Γ) jest sterowalna, obiekt Pd mo»na ustabilizowa¢ przy pomocy odpo-
wiednio dobranego, proporcjonalnego regulatora od stanu C, pracuj¡cego z czasem dyskretnym,
opisanego równaniem

u[k] = −K x[k], K ∈ Rp×n (III.5)

Zamkni¦ty system regulacji, przedstawiony na rysunku III.2b, opisany jest równaniem stanu

x[k + 1] = (Φ− Γ K) x[k] = Ψx[k] (III.6)

powstaj¡cym przez wstawienie prawej strony wzoru (III.5) do równania (III.2). Nastawy regulatora
(warto±ci elementów macierzy K) nale»y dobra¢ tak, by system zamkni¦ty pozostawaª asymptotycz-
nie stabilny, co dla systemu z czasem dyskretnym jest równowa»ne »¡daniu, by moduªy wszystkich
warto±ci wªasnych macierzy stanu systemu zamkni¦tego byªy (silnie) mniejsze od jedno±ci [44]

λ(Φ− ΓK) ⊂ C¯

Symbol C¯ oznacza tu wn¦trze koªa o promieniu jednostkowym o ±rodku w pocz¡tku ukªadu wspóª-
rz¦dnych na pªaszczy¹nie zespolonej (rysunek III.3). Inaczej mówi¡c, C¯ to zbiór wszystkich liczb

Re z

Im z

1

1

Rys. III.3: Obszar asymptotycznej stabilno±ci systemu dynamicznego z czasem dyskretnym.

zespolonych o module mniejszym od jedno±ci

C¯ = {z ∈ C : |z| < 1}
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Regulator K, speªniaj¡cy powy»szy warunek, mo»ne by¢ wyznaczony na przykªad metod¡ prze-
suwania warto±ci wªasnych (lokowania biegunów) za pomoc¡ formuªy Ackermanna [68, 130], b¡d¹
z zastosowaniem transformacji równania stanu systemu do postaci kanonicznej sterowalno±ci [86].
Formuªa Ackermana ma posta¢

K =
[

0 · · · 0 1
]

︸ ︷︷ ︸
n

Q−1
c w(Φ) (III.7)

gdzie Qc jest macierz¡ sterowalno±ci odpowiadaj¡c¡ parze macierzy (Φ, Γ)

Qc =
[

Γ Φ Γ Φ2 Γ · · · Φn−1 Γ
]

za± w(z) to wielomian moniczny (o wspóªczynniku przy najwy»szej pot¦dze zmiennej z równym
jedno±ci [97]), którego pierwiastki s¡ równe zadanym warto±ciom wªasnym macierzy Ψ = Φ − Γ K

zamkni¦tego ukªadu regulacji (zgodno±¢ musi dotyczy¢ zarówno warto±ci, jak i krotno±ci pierwiast-
ków i warto±ci wªasnych)

w(z) = (z − z1) (z − z2) · · · (z − zn), λ(Φ− ΓK) = {z1, z2, . . . , zn}

Wnajprostszych swych wersjach obie wspomniane metody mog¡ by¢ stosowane jedynie w przypadku
obiektu regulacji o jednym wej±ciu (p = 1). Istniej¡ jednak odmiany drugiej z nich, które maj¡
zastosowanie tak»e w przypadku wi¦kszej liczby wej±¢. W programie MATLAB dost¦pne s¡ dwie
funkcje realizuj¡ce zadanie wyznaczenia macierzy K; s¡ to odpowiednio acker oraz place

K=acker(Fi,Gamma,[z1,z2])
K=place(Fi,Gamma,[z1,z2])

Wzór (III.7) dla systemu rz¦du n = 2 przyjmuje w notacji MATLAB-a posta¢

K=[0 1]/ctrb(Fi,Gamma)*polyvalm(poly([z1,z2]),Fi)

Inny sposób znalezienia stabilizuj¡cego regulatora dla obiektu Pd polega na wykorzystaniu teorii
sterowania optymalnego liniowo-kwadratowego (LQ). Uzyskany w ten sposób macierzowy regulator
proporcjonalny minimalizuje sumacyjny, kwadratowy wska¹nik jako±ci z niesko«czonym horyzontem
czasowym i symetrycznymi macierzami Q, R i S

J(·) =
∞∑

k=0

(
x[k]T Qx[k] + u[k]T R u[k] + 2x[k]T S u[k]

)
(III.8)

dla ka»dego warunku pocz¡tkowego x[0] = x(0) ∈ Rn. By zadanie poszukiwania regulatora opty-
malnego posiadaªo rozwi¡zanie, zachodzi¢ musz¡ wymienione ni»ej warunki [84]:

• stabilizowalno±¢ pary macierzy (Φ, Γ),

• brak nieobserwowalnych modów na okr¦gu jednostkowym pary macierzy(
Q− S R−1 ST, Φ− ΓR−1 ST

)
,

• dodatnia okre±lono±¢ macierzy R,
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• dodatnia póªokre±lono±¢ macierzy Q− S R−1 ST.

Poszukiwany regulator okre±lony jest wzorem

u[k] = −K x[k] (III.9)

gdzie macierz wzmocnie« K dana jest formuª¡

K =
(
ΓT X Γ + R

)−1 (
ΓT X Φ + ST

)

Wyst¦puj¡ca w powy»szym wzorze macierz X jest symetrycznym i dodatnio póªokre±lonym rozwi¡-
zaniem algebraicznego równania Riccatiego (w wersji dla systemów z czasem dyskretnym) o postaci

ΦT X Φ−X − (
ΦT X Γ + S

) (
R + ΓT X Γ

)−1 (
ΓT X Φ + ST

)
+ Q = 0 (III.10)

W programie MATLAB do wyznaczenia regulatora LQ dla obiektu z czasem dyskretnym sªu»y funk-
cja dlqr, za± równanie Riccatiego dla systemów z czasem dyskretnym rozwi¡zuje si¦ przy pomocy
polecenia dare

K=dlqr(Fi,Gamma,Q,R,S)
X=dare(Fi,Gamma,Q,R,S)

Obie opisane wy»ej metody projektowania regulatora s¡ odpowiednie dla ukªadu odniesienia przed-
stawionego na rysunku III.2, który jest systemem klasycznym, bez sieci telekomunikacyjnej. Po-
mocniczo b¦d¡ one wykorzystywane równie» w przypadku rozpatrywanych dalej czterech odmian
modeli systemu rozproszonego (w którym sie¢ jest obecna). Warianty te stanowiªy b¦d¡ mody�kacje
systemu przedstawionego na rysunku III.1. W opisie ka»dego z nich znajd¡ si¦ rozwa»ania doty-
cz¡ce stabilno±ci [141], jako±ci regulacji oraz mo»liwo±ci zastosowania praktycznego. Jako pierwszy
rozpatrzony zostanie najprostszy przypadek, w którym u»ywany jest regulator wyznaczony we-
dªug podanego wy»ej przepisu w niezmienionej postaci. Drugi wariant poka»e wykorzystanie bufora
sztucznie wydªu»aj¡cego opó¹nienia do warto±ci równej peªnemu okresowi próbkowania T . Przy
wyznaczaniu sterowania u»yta b¦dzie technika predykcji stanu w oparciu o model matematyczny
sterowanego obiektu. Podobna metoda b¦dzie wykorzystana tak»e w dwóch kolejnych przypadkach.
Po omówieniu wszystkich czterech odmian ukªadu regulacji, zaprezentowane zostan¡ wyniki sy-
mulacji komputerowych oraz eksperymentów laboratoryjnych, pokazuj¡cych dziaªanie wybranych
wariantów. Dokonane b¦dzie porównanie opisanych ukªadów, zarówno jako±ciowe, jak i ilo±ciowe.
Cz¦±¢ jako±ciowa b¦dzie dotyczyªa zagadnie« stabilno±ci, zªo»ono±ci implementacyjnej oraz dogod-
no±ci do praktycznej realizacji. W cz¦±ci ilo±ciowej zestawione zostan¡ warto±ci dwóch ró»nych
wska¹ników jako±ci, wzorowanych na (III.8), ró»ni¡cych si¦ horyzontem czasowym oraz warunkami,
w jakich s¡ obliczane (obecno±¢ zakªóce« losowych lub ich brak, zerowy lub niezerowy warunek
pocz¡tkowy). Pierwszy spo±ród u»ytych wska¹ników b¦dzie miaª charakter deterministyczny, drugi
� stochastyczny.

Przykªad III.1

Jako przykªady numeryczne, w czterech kolejnych podrozdziaªach rozpatrywane b¦d¡ ukªady regu-
lacji z podwójnie caªkuj¡cym obiektem Pc o wypadkowym wzmocnieniu równym 4000, który jest
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opisany równaniem stanu (III.1) z macierzami A i B równymi odpowiednio

A =

[
0 a

0 0

]
=

[
0 100

0 0

]
, B =

[
0

b

]
=

[
0

40

]
, (a = 100, b = 40) (III.11)

Dla zaªo»onego okresu próbkowania T = 0.004 macierze Φ = Φ(T ) i Γ = Γ(T ), wyst¦puj¡ce
w równaniu stanu z czasem dyskretnym (III.2), przyjmuj¡ warto±ci

Φ =

[
1 aT

0 1

]
=

[
1 0.4

0 1

]
, Γ =

[
1
2 a b T 2

b T

]
=

[
0.032

0.16

]

Graniczne warto±¢ opó¹nienia komunikacyjnego, stosowane podczas podczas opisanych dalej symu-
lacji komputerowych, b¦d¡ wynosi¢ odpowiednio 10% i 90% okresu próbkowania T

τk ∈ [τ , τ ] = [T/10, 9 T/10] = [0.0004, 0.0036]

Warto±ci macierzy wzmocnie« K wielowymiarowego regulatora proporcjonalnego dobierane b¦d¡
za pomoc¡ metod opisanych wcze±niej (przesuwanie warto±ci wªasnych lub poszukiwanie regulatora
liniowo-kwadratowego).

III.1.1.1 Sterowanie niezwªocznie po otrzymaniu próbki sygnaªu z czujnika � ukªad
bez estymacji

Najprostszy sposób realizacji sterowania w rozproszonym ukªadzie regulacji, przedstawionym na
rysunku III.1, polega na zastosowaniu w roli elementu C proporcjonalnego regulatora od stanu,
wyznaczonego jedn¡ z metod opisanych w poprzednim podrozdziale. Poniewa» »adna ze wspomnia-
nych metod nie uwzgl¦dnia obecno±ci sieci i zwi¡zanych z ni¡ opó¹nie« komunikacyjnych, nale»y
oczekiwa¢ istotnych ró»nic mi¦dzy wªasno±ciami ukªadu regulacji z sieci¡ i bez niej. Co wi¦cej, taki
sposób projektowania regulatora nie gwarantuje stabilno±ci ukªadu regulacji, w którym obecna jest
sie¢ telekomunikacyjna. Dziaªanie rozpatrywanego systemu mo»na przedstawi¢ w kilku punktach,
opisuj¡c kolejne akcje podejmowane przez poszczególne jego elementy:

1. W chwili czasu t = k T czujnik S, pobudzony zegarem Ts, próbkuje stan x(k T ) obiektu Pc
i bezzwªocznie przekazuje pakiet danych, zawieraj¡cy uzyskan¡ próbk¦ x[k], do sieci teleko-
munikacyjnej N.

2. Przesªanie pakietu przez sie¢ N zajmuje odcinek czasu o dªugo±ci τk.

3. W chwili czasu t = k T + τk sie¢ N przekazuje pakiet z danymi do regulatora C.

4. w tej samej chwili czasu t = k T + τk regulator C wyznacza bezzwªocznie now¡ warto±¢
sterowania u(k T + τk) = −K x(k T ) i przekazuje j¡ urz¡dzeniu wykonawczemu A.

5. w tej samej chwili czasu t = k T+τk urz¡dzenie wykonawczeA bezzwªocznie podaje otrzyman¡
warto±¢ sterowania na wej±cie obiektu Pc.

Zalet¡ opisanego ukªadu regulacji jest fakt, »e nowa warto±¢ sterowania jest wyznaczana i podawana
na obiekt niezwªocznie po otrzymaniu kolejnej próbki sterowania. Próbka ta jest jednak nieaktualna
(przeterminowana) w chwili jej u»ycia do oblicze«. Przeterminowanie to nie jest przez algorytm
w »aden sposób uwzgl¦dniane, co stanowi jego istotn¡ wad¦. Zale»no±ci czasowe mi¦dzy akcjami
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Rys. III.4: Zale»no±ci czasowe pomi¦dzy akcjami poszczególnych elementów ukªadu regulacji.

poszczególnych elementów ukªadu regulacji pokazane s¡ na rysunku III.4 oraz w uproszczeniu � na
rysunku III.5. Na obu ilustracjach zamieszczono przykªadowy przebieg czasowy sygnaªu steruj¡cego
u(t), a na pierwszej z nich � dodatkowo przebieg stanu x(t). Symbolem N oznaczono tu chwil¦ czasu,
w której dane s¡ wysyªane przez sie¢ (z czujnika), za± znak N oznacza chwil¦ dostarczenia danych
do odbiorcy (regulatora). Na drugim rysunku zaznaczono wielko±¢ σk, która jest dopeªnieniem
opó¹nienia τk do peªnego okresu próbkowania, a zarazem odst¦pem czasu mi¦dzy akcj¡ aktuatora
A a nast¦puj¡c¡ po niej najbli»sz¡ akcj¡ czujnika S

τk + σk = T → σk = T − τk (III.12)

Odst¦p mi¦dzy dwiema kolejnymi akcjami urz¡dzenia wykonawczego A (w chwilach k T + τk oraz
(k + 1)T + τk+1) oznaczono przez δk. Z rysunku III.5 wynika zale»no±¢

δk = σk + τk+1 = T − τk + τk+1 (III.13)

Model matematyczny ukªadu regulacji

Do analizy stabilno±ci rozwa»anego ukªadu regulacji mo»na wykorzysta¢ jego model zast¦pczy, utwo-
rzony z u»yciem metody rozszerzonej przestrzeni stanu [46]. Nowy, rozszerzony wektor stanu x̄[k]

powstaje przez zªo»enie wektorów x (k T ) = x [k] oraz x (k T + τk), reprezentuj¡cych stan obiektu
regulacji Pc w dwóch chwilach czasu, odpowiadaj¡cych nast¦puj¡cym po sobie akcjom czujnika S
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Rys. III.5: Zale»no±ci czasowe mi¦dzy zdarzeniami w ukªadzie regulacji.

i urz¡dzenia wykonawczego A

x̄[k] =

[
x(k T )

x(k T + τk)

]
(III.14)

Znaj¡c stan obiektu w chwilach czasu x(k T ) i x(k T+τk), mo»na wyznaczy¢ jego warto±ci w chwilach
x((k +1)T ) i x((k +1) T + τk+1) (rysunek III.6), a to oznacza, »e mo»liwe jest utworzenie równania
stanu dla rozszerzonego wektora x̄[k]. Ogólne rozwi¡zanie równania (III.1) w chwili czasu t2 dla
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Rys. III.6: Zwi¡zki mi¦dzy elementami wektora stanu x̄[·] dla dwóch kolejnych chwil czasu: k T oraz
(k + 1) T .

warunku pocz¡tkowego danego w chwili czasu t1 6 t2 ma posta¢

x(t2) = e(t2−t1) A x(t1) +
∫ t2

t1

e(t2−ζ) A B u(ζ) dζ (III.15)

Wstawiaj¡c t1 = k T +τk oraz t2 = (k+1) T , otrzymuje si¦ nast¦puj¡c¡ zale»no±¢ mi¦dzy x(k T +τk)

a x((k + 1)T )

x((k + 1)T ) = e((k+1) T−k T−τk) A x(k T + τk) +
∫ (k+1) T

k T+τk

e((k+1) T−ζ) A B u(ζ) dζ
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Uwzgl¦dniaj¡c w pierwszym skªadniku sumy po prawej stronie powy»szego równania zale»no±¢
(III.12) i stosuj¡c w caªce podstawienie ζ = (k + 1) T − ξ, dostajemy

x((k + 1)T ) = eσk A x(k T + τk) +
∫ σk

0
eξ A B u((k + 1) T − ξ) dξ

Z rysunku III.5 wynika, »e na przedziale caªkowania sygnaª u(t) ma staª¡ warto±¢, wobec tego
powy»szy wzór mo»na zapisa¢ jako

x((k + 1)T ) = Φ(σk) x(k T + τk) + Γ(σk) u(k T + τk)

gdzie

Φ(σ) = eσ A, Γ(σ) =
∫ σ

0
eξ A B dξ

Uwzgl¦dniaj¡c formuª¦ regulatora C

u(k T + τk) = −K x(k T ) (III.16)

otrzymuje si¦

x((k + 1)T ) = Φ(σk) x(k T + τk)− Γ(σk) K x(k T ) (III.17)

Podobnie, wstawiaj¡c do wzoru (III.15) odpowiednio t1 = k T + τk oraz t2 = (k + 1)T + τk+1,
dostajemy zale»no±¢ mi¦dzy x (k T + τk) a x ((k + 1)T + τk+1)

x((k + 1) T + τk+1) =e((k+1) T+τk+1−k T−τk) A x(k T + τk)+

+
∫ (k+1) T+τk+1

k T+τk

e((k+1) T+τk+1−ζ) A B u(ζ) dζ

Nast¦pnie, uwzgl¦dniaj¡c w pierwszym skªadniku prawej strony równania zale»no±¢ (III.13) oraz
stosuj¡c w stanowi¡cej drugi skªadnik caªce podstawienie ζ = (k + 1) T + τk+1 − ξ, otrzymujemy

x((k + 1)T + τk+1) = eδk A x(k T + τk) +
∫ δk

0
eξ A B u((k + 1)T + τk − ξ) dξ

Korzystaj¡c ze staªo±ci sterowania u na przedziale caªkowania mamy

x((k + 1)T + τk+1) = Φ(δk) x(k T + τk) + Γ(δk) u(k T + τk)

gdzie

Φ(δ) = eδ A, Γ(δ) =
∫ δ

0
eξ A B dξ

Wreszcie, stosuj¡c formuª¦ regulatora (III.16), dostajemy

x((k + 1)T + τk+1) = Φ(δk) x(k T + τk)− Γ(δk) K x(k T ) (III.18)

�¡cz¡c (III.17) oraz (III.18) w jedno równanie wektorowo-macierzowe, otrzymuje si¦
[

x((k + 1)T )

x((k + 1)T + τk+1)

]
=

[
−Γ(σk) K Φ(σk)

−Γ(δk) K Φ(δk)

] [
x(k T )

x(k T + τk)

]
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lub inaczej, wykorzystuj¡c de�nicj¦ (III.14) rozszerzonego wektora stanu x̄[k]

x̄[k + 1] = Φ̄(σk, δk) x̄[k] (III.19)

gdzie macierz stanu

Φ̄(σk, δk) =

[
−Γ(σk) K Φ(σk)

−Γ(δk) K Φ(δk)

]

zale»y od okresu próbkowania T oraz opó¹nie« transmisji τk i τk+1 w dwóch kolejnych krokach:
k-tym i (k + 1)-szym

Φ̄(σk, δk) = Φ̄(T − τk, T + τk+1 − τk)

Otrzymane równanie stanu (III.19) opisuje system niestacjonarny, w którym macierz stanu Φ̄(·)
przyjmuje w ka»dym kroku (w ogólnym przypadku) ró»ne warto±ci.

III.1.1.2 Stabilno±¢ liniowych ukªadów niestacjonarnych z czasem dyskretnym

Równanie (III.19) opisuje sko«czenie wymiarowy liniowy system dynamiczny z czasem dyskretnym
i bez sygnaªu wej±ciowego. Jest on niestacjonarny, poniewa» macierz stanu Φ̄(·) jest funkcj¡ czasu
(tutaj zale»y niejawnie on numeru chwili czasu k). Równanie to mo»na zapisa¢ w ogólniejszej postaci

z[k] = Θ(k) z[k], z[k] ∈ Rn, Θ(k) ∈ Rn×n, k ∈ N (III.20)

Ni»ej przedstawiono kilka u»ytecznych wyników dotycz¡cych stabilno±ci systemów opisanych poda-
nym wy»ej wzorem. Zacytowane twierdzenia pochodz¡ z prac [26, 31, 46, 86] oraz [5]. Rozpatrzono
kilka ró»nych przypadków, ró»ni¡cych si¦ charakterem zmienno±ci macierzy Θ(·). Dla ka»dego z wa-
riantów podano jeden lub kilka warunków asymptotycznej stabilno±ci: konieczny, dostateczny b¡d¹
konieczny i dostateczny. Poni»sze zestawienie ma charakter ogólny i przegl¡dowy, a zamieszczone
w nim wyniki wykorzystywane b¦d¡ w dalszej cz¦±ci pracy.

Staªa macierz stanu

Szczególnym przypadkiem ukªadu (III.20) jest system stacjonarny, w którym macierz stanu pozo-
staje staªa, niezale»na od czasu (Θ(k) = Θ0 = const).

Twierdzenie III.1 System (III.20) ze staª¡ macierz¡ stanu Θ0 jest asymptotycznie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy moduªy wszystkich warto±ci wªasnych macierzy Θ0 s¡ mniejsze od jedno±ci [46,86]
(|λ (Θ0)| < 1) (rysunek III.3).

Wpowy»szym twierdzeniu zapis |E|, gdzie E jest zbiorem liczb zespolonych, oznacza �zbiór moduªów
wszystkich elementów zbioru E�, za± notacja F < 1, dla zbioru liczb rzeczywistych F , oznacza, »e
�wszystkie elementy zbioru F s¡ mniejsze od jedno±ci�.
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Okresowy ci¡g macierzy stanu

W podrozdziale I.4.2 w punkcie 2 rozwa»ano przypadek systemu rozproszonego, w którym warto±ci
opó¹nie« transmisji w kolejnych dyskretnych chwilach czasu tworz¡ ci¡g okresowy. Innymi sªowy,
opó¹nienia te ukªadaj¡ si¦ wedªug pewnego ustalonego, powtarzalnego schematu. Zjawisko to mo»e
wynika¢ z niezgodno±ci wspóªmiernych1 okresów taktowania poszczególnych elementów wchodz¡-
cych w skªad p¦tli sprz¦»enia zwrotnego (czujnik, sie¢ telekomunikacyjna i regulator). Okresowo±¢
opó¹nie« poci¡ga za sob¡ równie» okresowo±¢ ci¡gu macierzy stanu {Θ(k)}|∞k=0. Niech okres podsta-
wowy2 tego ci¡gu wynosi m (je±li m = 1, otrzymujemy przypadek ze staª¡ macierz¡ stanu, opisany
w poprzednim punkcie).

Twierdzenie III.2 Dla asymptotycznej stabilno±ci ukªadu (III.20) z okresow¡ macierz¡ stanu po-
trzeba i wystarcza, by zachodziª nast¦puj¡cy warunek [26,31]

λ
(
Θ(m− 1) ·Θ(m− 2) · · ·Θ(2) ·Θ(1) ·Θ(0)︸ ︷︷ ︸

m

) ⊂ C¯ (III.21)

gdzie m jest okresem podstawowym ci¡gu macierzy stanu {Θ (k)}|∞k=0.

Uzasadnienie powy»szego twierdzenia jest nast¦puj¡ce: Inkluzja (III.21) jest warunkiem koniecznym
i dostateczny asymptotycznej stabilno±ci systemu dynamicznego, który powstaje z (III.20), je±li roz-
patruje si¦ jedynie te chwile czasu, których numer jest podzielny przez m (k ∈ {0, m, 2m, 3m, . . .}).
Z kolei tak otrzymany system jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy t¦ sam¡ wªa-
sno±¢ stabilno±ci posiada ukªad (III.20).

Macierz stanu przyjmuj¡ca warto±ci ze sko«czonego zbioru

W pewnych sytuacjach macierz stanu Θ(k) mo»e jedynie przyjmowa¢ sko«czon¡ liczb¦ N warto±ci
(N > 1) z pewnego N -elementowego zbioru Ω = {Θ1, Θ2, Θ3, · · · , ΘN}, lecz ci¡g {Θ(k)}|∞k=0

niekoniecznie musi wykazywa¢ wªasno±¢ okresowo±ci. Sytuacja taka mo»e zachodzi¢ w rozproszonym
ukªadzie regulacji, w którym sie¢ posiada losowy mechanizm dost¦pu do danych, a jednocze±nie
przesªania s¡ taktowane zegarem o cz¦stotliwo±ci b¦d¡cej wielokrotno±ci¡ cz¦stotliwo±ci zegarów
steruj¡cych prac¡ pozostaªych elementów ukªadu. Opó¹nienia wnoszone przez tak¡ sie¢ s¡ wprawdzie
losowe, lecz przy speªnieniu pewnych dodatkowych warunków, tworz¡ zbiór o sko«czonej liczbie
elementów. Dla badania stabilno±ci rozpatrywanego systemu mo»na wykorzysta¢ twierdzenia podane
w pracach [31] oraz [26, strona 102]. De�niuje si¦ w nich �zbiór pot¦gowy� Ωr, jako zbiór wszystkich
mo»liwych r-elementowych (r ∈ N \ {0}) iloczynów elementów zbioru Ω

Ωr = {Θi1 ·Θi2 ·Θi3 · · ·Θir | i1, i2, i3 . . . , ir ∈ {1, 2, . . . , N}}

Twierdzenie III.3 System (III.20) z macierz¡ stanu Θ(k), która przyjmuje warto±ci w sko«czonym
zbiorze Ω, jest asymptotycznie stabilny dla wszystkich mo»liwych ci¡gów {Θ (k)}|∞k=0 wtedy i tylko
wtedy, je±li dla pewnego r > 1, r ∈ N istnieje rzeczywista, dodatnio okre±lona macierz kwadratowa

1Niezerowe dodatnie rzeczywiste liczby a1, a2, . . . , aN nazywamy wspóªmiernymi, je±li istnieje a0 > 0 taka, »e
ka»da z liczb ai dla i ∈ {1, 2, . . . , N} jest naturaln¡ wielokrotno±ci¡ a0.

2Okresem podstawowym nazywamy najkrótszy okres (wszystkie pozostaªe s¡ jego wielokrotno±ciami).
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V o rozmiarze n× n (V ∈ Rn×n, V > 0), speªniaj¡ca nierówno±¢ macierzow¡ (zapis �< 0� oznacza
tu ujemn¡ okre±lono±¢ macierzy)

ΨT V Ψ− V < 0 (III.22)

dla wszystkich macierzy Ψ ze zbioru pot¦gowego Ωr.

Praktyczna u»yteczno±¢ zacytowanego twierdzenia jest ograniczona, zwªaszcza wówczas, gdy chce
si¦ przy jego pomocy wykaza¢ brak asymptotycznej stabilno±ci. Wówczas nale»aªoby bowiem zbada¢
niesko«czenie wiele ukªadów nierówno±ci macierzowych dla r ∈ N\{0}, dla ka»dego z nich wykazuj¡c
nieistnienie speªniaj¡cej go dodatnio okre±lonej macierzy V ∈ Rn×n. Twierdzenie to mo»na zast¡pi¢
u»yteczniejsz¡ wersj¡, b¦d¡c¡ jednak tylko warunkiem dostatecznym, o nast¦puj¡cym brzemieniu:

Twierdzenie III.4 Je±li istniej¡ r > 1, r ∈ N oraz V > 0 speªniaj¡ce nierówno±¢ (III.22) dla
wszystkich macierzy Ψ ze zbioru Ωr, wówczas system dynamiczny (III.20), z macierz¡ stanu Θ(k)

przyjmuj¡c¡ warto±ci ze sko«czonego zbioru Ω, jest asymptotycznie stabilny dla wszystkich mo»liwych
ci¡gów {Θ(k)}|∞k=0.

W praktyce badania nale»y zacz¡¢ od r = 1, a w razie niepowodzenia w poszukiwaniu dodatnio
okre±lonej macierzy V speªniaj¡cej (III.22) � zwi¦ksza¢ stopniowo warto±¢ r. Macierzy V mo»na
poszukiwa¢ korzystaj¡c z metod numerycznych rozwi¡zywania ukªadów liniowych nierówno±ci ma-
cierzowych (LMI) [11]. Nale»y zauwa»y¢, »e w miar¦ zwi¦kszania r, liczba nierówno±ci ukªadu (III.22)
szybko ro±nie; jest ona równa N r.

Przyjmuj¡c r = 1, otrzymujemy prostszy, szczególny przypadek podanego warunku dostatecznego:

Twierdzenie III.5 System dynamiczny (III.20) z macierz¡ stanu przyjmuj¡c¡ warto±ci ze sko«-
czonego zbioru Ω jest asymptotycznie stabilny dla wszystkich mo»liwych ci¡gów {Θ (k)}|∞k=0, je±li
istnieje macierz V > 0, V ∈ Rn×n, speªniaj¡ca jednocze±nie N nierówno±ci macierzowych

ΘT
i V Θi − V < 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . N} (III.23)

Poszukiwanie macierzy V wymaga u»ycia algorytmu numerycznego rozwi¡zywania ukªadu liniowych
nierówno±ci macierzowych. W przypadku, gdy nie dysponuje si¦ odpowiednim narz¦dziem (np. solver
dost¦pny w pakiecie MATLAB), mo»na ograniczy¢ si¦ do sprawdzenia ukªadu nierówno±ci (III.23)
dla V równego macierzy jednostkowej (V = I). Jest to najprostsza posta¢ warunku dostatecznego,
gwarantuj¡cego asymptotyczn¡ stabilno±¢ badanego systemu [26].

Rozwa»any przypadek obejmuje tak»e dwa warianty opisane wcze±niej (okresowy ci¡g macierzy
stanu oraz staª¡ macierz stanu), jest jednak od nich ogólniejszy.

Podamy teraz warunek konieczny stabilno±ci dla przypadku, gdy macierz Θ(k) przyjmuje warto±ci
ze zbioru Ω w sposób losowy:

Twierdzenie III.6 Je±li macierz stanu Θ(k) systemu dynamicznego III.20 mo»e przyjmowa¢ war-
to±ci ze sko«czonego N -elementowego zbioru Ω w sposób caªkowicie dowolny, to warunkiem ko-
niecznym asymptotycznej stabilno±ci tego systemu dla wszystkich mo»liwych ci¡gów {Θ (k)}|∞k=0 jest
asymptotyczna stabilno±¢ wszystkich macierzy Θi ze zbioru Ω (i ∈ {1, 2, . . . , N}).
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Uzasadnienie tego warunku jest natychmiastowe, je±li zauwa»y si¦, »e jednym z mo»liwych ci¡gów
losowych jest ci¡g staªy. Je±li jednak warto±ci macierzy stanu Θ(k) w kolejnych krokach k zwi¡-
zane s¡ jak¡± zale»no±ci¡ (probabilistyczn¡ lub deterministyczn¡), warunek ten mo»e przesta¢ by¢
prawdziwy.

Przykªad III.2

Niech w systemie dynamicznym pierwszego rz¦du macierz stanu przyjmuje warto±ci ze zbioru Ω ={
1
4 , 1, 2

}
, przy czym w co drugim kroku Θ(k) = 1

4 . System taki jest asymptotycznie stabilny, mimo
»e nie wszystkie macierze (tutaj b¦d¡ce skalarami) ze zbioru Θ maj¡ t¦ wªasno±¢.

Macierz stanu przyjmuj¡ca warto±ci ze sko«czonego lub niesko«czonego zbioru

Najbardziej ogólny przypadek wyst¦puje, gdy macierz stanu Θ(k) systemu (III.20) przyjmuje war-
to±ci ze zbioru Ω, mog¡cego posiada¢ niesko«czenie wiele elementów. Warunek dostateczny dla tego
wariantu mo»na uzyska¢, upraszczaj¡c twierdzenie podane w [5, strona 26]. Jest on nast¦puj¡cy:

Twierdzenie III.7 Je±li istniej¡ dodatnio okre±lona macierz V ∈ Rn×n oraz dodatnia staªa α > 0,
takie »e dla wszystkich macierzy Θ ze zbioru Ω zachodzi nierówno±¢

ΘT V Θ− V 6 −α I (III.24)

to ukªad (III.20) z macierz¡ stanu Θ(k) ∈ Ω jest asymptotycznie stabilny.

Warunek (III.24) w powy»szym twierdzeniu mo»na osªabi¢, dodaj¡c dodatkowe zaªo»enia odnosz¡ce
si¦ do macierzy Θ. Oto przykªad uzyskanego w ten sposób wyniku:

Twierdzenie III.8 Je±li macierz stanu Θ(% (k)) zale»y w sposób ci¡gªy od pewnego zmiennego w
czasie parametru % (k), a parametr ten dla wszystkich k ∈ N przyjmuje warto±ci z pewnego niepu-
stego przedziaªu domkni¦tego

[
%, %

]
, to warunkiem dostatecznym asymptotycznej stabilno±ci systemu

(III.20) z macierz¡ stanu Θ(% (k)) jest speªnienie nierówno±ci

Θ(%)T V Θ(%)− V < 0 (III.25)

dla wszystkich % z przedziaªu
[
%, %

]
, przy czym V jest pewn¡ dodatnio okre±lon¡ macierz¡ rzeczywist¡.

Dowód Polega on na wykazaniu, »e dla ci¡gªej zale»no±ci macierzy stanu od parametru z prze-
dziaªu domkni¦tego, speªnienie nierówno±¢ (III.25) implikuje (III.24). W rozproszonych ukªadach
regulacji parametr % (k) mo»e reprezentowa¢ na przykªad zmieniaj¡ce si¦ z kroku na krok opó¹nienie
komunikacyjne.

Z zaªo»enia elementy macierz Θ(%) zale»¡ w sposób ci¡gªy od parametru %. Wynika st¡d ci¡gªa
zale»no±¢ od tego» parametru równie» lewej strony nierówno±ci (III.25). Oznaczmy t¦ lew¡ stron¦
przez −W (·)

W (%) = V −Θ(%)T V Θ(%)

a wówczas nierówno±ci (III.25) oraz (III.24) przyjm¡ postacie odpowiednio W (%) > 0 oraz W (%) >
α I. Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»na zaªo»y¢, »e macierz W jest symetryczna. Warto±¢ formy
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kwadratowej zbudowanej na rzeczywistej macierzy symetrycznej W mo»na oszacowa¢ od doªu przez
warto±¢ formy kwadratowej zbudowanej na macierzy λ (W ) · I, przy czym zapis λ (W ) oznacza
najmniejsz¡ warto±¢ wªasn¡ macierzy W , a I to macierz jednostkowa. Warto±ci wªasne macierzy
zale»¡ w sposób ci¡gªy od jej wspóªczynników. Dotyczy to tak»e najmniejszej z nich. St¡d λ (W (%))

stanowi ci¡gª¡ funkcj¦ zªo»on¡ %, która wobec ci¡gªo±ci osi¡ga na przedziale domkni¦tym
[
%, %

]
swój

kres dolny, który oznaczymy przez β (β = inf%∈[%, %] λ (W (%))). Na mocy zaªo»enia (III.25) jest on
dodatni. By zagwarantowa¢ speªnienie (III.24), wystarczy tylko wzi¡¢ α ∈ (0, β), mamy bowiem
wtedy W (%) > β I > α I, ∀ % ∈ [

%, %
]
. To ko«czy dowód. ¥

III.1.1.3 Sztuczne wydªu»anie opó¹nienia do peªnego okresu próbkowania � ukªad
z estymacj¡ stanu

Sªabo±ci¡ rozwi¡zania przedstawionego w poprzednim podrozdziale jest fakt wyliczania sterowania
w chwili czasu t = k T + τk w oparciu o przeterminowan¡ ju» próbk¦ stanu x(k T ). Problem nieak-
tualno±ci danych mo»na rozwi¡za¢, wyznaczaj¡c aktualn¡ estymat¦ stanu obiektu, przy znajomo±ci
jego modelu matematycznego. Zagadnienie to jest najªatwiejsze, je±li opó¹nienie komunikacyjne jest
staªe. Na rysunku III.7 przedstawiono schemat blokowy ukªadu regulacji, w którym opó¹nienie to
jest w sposób sztuczny wydªu»ane przez bufor B do peªnego okresu próbkowania T , a regulator C
wylicza sterowanie na podstawie estymaty stanu obliczanej przez predyktor E. Dziaªanie ukªadu
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Rys. III.7: Schemat blokowy rozproszonego ukªadu regulacji ze sztucznym wydªu»aniem opó¹nie« (B
� bufor wydªu»aj¡cy opó¹nienia, Tb � zegar taktuj¡cy bufor, E � predyktor stanu, Q � pomocnicza
kolejka).

regulacji mo»na opisa¢ krok po kroku, jak ni»ej:

1. W chwili t = k T czujnik S, pobudzony zegarem Ts, próbkuje stan x(k T ) systemu Pc i bez-
zwªocznie przekazuje uzyskan¡ próbk¦ x[k] w pakiecie danych do sieci telekomunikacyjnej N.

2. Przesyª pakietu przez sie¢ N zajmuje odcinek czasu o dªugo±ci τk.

3. W chwili czasu t = k T + τk sie¢ N przekazuje pakiet z danymi do bufora B.

4. Bufor B zachowuje otrzymane dane i czeka do chwili t = (k +1) T , kiedy to, pobudzony zega-
rem Tb, przekazuje je dalej do predyktora E. Zegary Ts i Tb musz¡ pracowa¢ synchronicznie
(zgodno±¢ okresów i faz pocz¡tkowych).
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5. W tej samej chwili czasu t = (k + 1) T predyktor E wyznacza bezzwªocznie estymat¦ stanu
obiektu x̂ ((k + 1) T ) = x̂ [k + 1] dla chwili czasu t = (k + 1) T i przekazuje j¡ do regulatoraC.
Wykorzystywana jest przy tym poprzednio obliczona warto±¢ sterowania u (k T ) = u [k] (prze-
chowywana w pomocniczej kolejce Q) oraz próbka x (k T ) = x [k] stanu obiektu.

6. W tej samej chwili czasu t = (k + 1) T regulator C wyznacza bezzwªocznie now¡ warto±¢
sterowania u [k + 1] = u ((k + 1) T ) = −K x̂ ((k + 1) T ) = −K x̂ [k + 1] i przekazuje j¡ urz¡-
dzeniu wykonawczemu A.

7. W tej samej chwili czasu t = (k + 1) T urz¡dzenie wykonawcze A bezzwªocznie podaje otrzy-
man¡ warto±¢ sterowania na wej±cie obiektu Pc.

Zale»no±ci czasowe mi¦dzy akcjami poszczególnych elementów ukªadu przedstawione s¡ na rysunku
III.8. Symbol B oznacza chwil¦ otrzymania pakietu z sieci N przez bufor B, za± znak B � moment
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Rys. III.8: Zale»no±ci czasowe mi¦dzy zdarzeniami w ukªadzie regulacji.

przesªania otrzymanych danych z bufora do estymatora E.

Podstawowe dwie operacje realizowane w ukªadzie regulacji to predykcja stanu

x̂(k T ) = Φ x((k − 1) T ) + Γ u((k − 1) T ) (III.26)
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lub inaczej

x̂[k] = Φ x[k − 1] + Γu[k − 1]

oraz obliczanie na podstawie otrzymanej estymaty nowej warto±ci sterowania

u(k T ) = −K x̂(k T )

lub

u[k] = −K x̂[k]

Stabilno±¢ ukªadu regulacji

Zaªó»my, »e model obiektu, wykorzystywany przy estymacji stanu, jest zgodny z obiektem regulacji,
oraz »e w ukªadzie nie wyst¦puj¡ zakªócenia. Wówczas estymata stanu x̂(k T ), wyznaczona wedªug
wzoru (III.26), jest równa samemu stanowi x(k T ) (z wyj¡tkiem chwili czasu t = 0, w której esty-
mator nie dysponuje jeszcze danymi pomiarowymi). W takim przypadku sterowanie obliczane na
podstawie estymaty stanu niczym nie ró»ni si¦ od sterowania otrzymywanego w ukªadzie odniesienia
(z wyj¡tkiem chwili pocz¡tkowej). Wobec tego warunek stabilno±ci obecnie rozpatrywanego ukªadu
pokrywa si¦ z warunkiem stabilno±ci ukªadu odniesienia (rysunek III.2, twierdzenie III.1)

λ (Φ− ΓK) ⊂ C¯

W chwili czasu t = 0 (w chwili rozpocz¦ciu pracy ukªadu regulacji) predyktor nie dysponuje po-
przedni¡ warto±ci¡ stanu ani sterowania, dlatego pierwsza wyznaczona przez niego estymata nie
b¦dzie (na ogóª) równa stanowi obiektu. Rozs¡dnie jest przyj¡¢ dla estymaty x̂(0) albo warto±¢ zero
(x̂(0) = x̂[0] = 0), albo warto±¢ oczekiwan¡ warunku pocz¡tkowego obiektu � o ile jest ona znana
(x̂(0) = E{x(0)}).

III.1.1.4 Sterowanie niezwªocznie po otrzymaniu próbki sygnaªu z czujnika � ukªad
z estymacj¡ jednopunktow¡

W podrozdziale III.1.1.1 przedstawiono prost¡ metod¦ sterowania, wykorzystuj¡c¡ przeterminowan¡
próbk¦ stanu obiektu. Nie gwarantowaªa ona zachowania jako±ci regulacji ani stabilno±ci ukªadu.
W podrozdziale III.1.1.3 pokazano, jak stosuj¡c technik¦ estymacji (predykcji) stanu zapewni¢ sta-
bilno±¢ ukªadu regulacji. Metoda ta jednak wi¡zaªa si¦ z wprowadzaniem dodatkowych opó¹nie«
i tym samym ze zwi¦kszeniem przeterminowania danych wykorzystywanych w sterowaniu. Obecnie
przedstawimy poª¡czenie dwóch opisanych wy»ej metod. Sterowanie b¦dzie wyznaczane i poda-
wane na obiekt bezzwªocznie po otrzymaniu próbki sygnaªu, a do jego wyliczania u»yta zostanie
estymata obliczona dzi¦ki znajomo±ci modelu obiektu i zmierzonej warto±ci opó¹nienia komunika-
cyjnego. Ukªad regulacji wykorzystuj¡cy ten schemat sterowania przedstawiony jest na rysunku
III.9. Jego dziaªanie mo»e by¢ opisane w punktach jak ni»ej:

1. W chwili t = k T czujnik S, pobudzony zegarem Ts, próbkuje stan x (k T ) systemu Pc
i bezzwªocznie przekazuje pakiet danych zawieraj¡cy otrzyman¡ próbk¦ x [k] do sieci teleko-
munikacyjnej N.
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Rys. III.9: Schemat blokowy rozproszonego ukªadu regulacji z estymacj¡ jednopunktow¡.

2. Przesªanie pakietu przez sie¢ N zajmuje odcinek czasu o dªugo±ci τk.

3. W chwili czasu t = k T + τk sie¢ N przekazuje pakiet z danymi do predyktora E.

4. W tej samej chwili czasu t = k T + τk, bez wprowadzania dodatkowej zwªoki, predyktor E
wyznacza estymat¦ stanu x̂(k T + τk) i przekazuje j¡ do regulatora C. Korzysta przy tym ze
wskaza« zegara Te oraz ze znajomo±ci poprzedniej warto±ci sterowania u((k − 1)T + τk−1)

(przechowanej w pomocniczej kolejce Q). Zegary Ts i Te musz¡ pracowa¢ synchronicznie
(równe okresy i fazy pocz¡tkowe).

5. W tej samej chwili czasu t = k T + τk regulator C wyznacza now¡ warto±¢ sterowania
u (k T + τk) = −K x̂(k T + τk) i przekazuje j¡ niezwªocznie do urz¡dzenia wykonawczego A.

6. W tej samej chwili czasu t = k T + τk urz¡dzenie wykonawcze A bezzwªocznie podaje otrzy-
man¡ warto±¢ sterowania na wej±cie obiektu Pc.

Zale»no±ci czasowe mi¦dzy akcjami poszczególnych elementów S, N, E, C i A ukªadu regulacji
zilustrowane s¡ diagramem na rysunku III.10. Na przebiegu stanu x(t) zaczernionymi kóªkami za-
znaczono warto±ci zmierzone przez czujnik S, za± pustymi � warto±ci estymaty obliczonej przez
element E, w oparciu o któr¡ odbywa si¦ wyznaczanie sterowa«. Przy braku zakªóce« i zgodno±ci
modelu u»ytego w estymatorze z obiektem, estymata ta jest równa stanowi. Uproszczona wersja
diagramu czasowego zamieszczona jest na rysunku III.5.

Istotnym etapem dziaªania ukªadu regulacji jest wyznaczanie estymaty stanu na chwil¦ t = k T +τk,
po otrzymaniu opó¹nionej próbki stanu zmierzonego w chwili t = k T . Dla obiektu Pc opisanego
równaniem stanu ẋ(t) = Ax(t) + B u(t) zale»no±¢ mi¦dzy stanem x w chwilach czasu t1 i t2 (t2 >
t1) dana jest wzorem (III.15). Wstawiaj¡c t1 = k T i t2 = k T + τk oraz uwzgl¦dniaj¡c fakt, »e
w przedziale czasu [t1, t2] sterowanie u pozostaje staªe (i równe poprzednio wyznaczonej warto±ci
u((k − 1)T + τk−1)), otrzymuje si¦ formuª¦

x̂(k T + τk) = e(k T+τk−k T ) A x(k T ) +
∫ k T+τk

k T
e(k T+τk−ζ) A B dζ u((k − 1)T + τk−1)

która mo»e by¢ u»yta do wyznaczenia poszukiwanej estymaty stanu x̂(k T +τk) na podstawie znajo-
mo±ci zmierzonej próbki stanu x(k T ) i poprzedniego sterowania u((k−1)T +τk−1). Po zastosowaniu
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Rys. III.10: Zale»no±ci czasowe mi¦dzy zdarzeniami w ukªadzie regulacji.

w caªce podstawienia ξ = k T + τk − ζ otrzymuje si¦

x̂(k T + τk) = eτk A x(k T ) +
∫ τk

0
eξ A B dξ u((k − 1)T + τk−1)

Wzór ten mo»na zapisa¢ inaczej jako

x̂(k T + τk) = Φ(τk) x(k T ) + Γ(τk) u((k − 1)T + τk−1)

gdzie

Φ(τ) = eτ A, Γ(τ) =
∫ τ

0
eξ A B dξ

Znaj¡c estymat¦ stanu x̂(k T + τk), regulator C wyznacza now¡ warto±¢ sterowania u (k T + τk) =

−K x̂ (k T + τk), która jest utrzymywana przez urz¡dzenie wykonawczeA na przedziale czasu [k T +

τk, (k + 1)T + τk+1)

u(t) = −K x̂(k T + τk), t ∈ [k T + τk, (k + 1)T + τk+1) (III.27)

Stabilno±¢ ukªadu regulacji
W celu zbadania stabilno±ci rozproszonego ukªadu regulacji z jednopunktow¡ estymacj¡ stanu, znaj-
dziemy najpierw zale»no±¢ mi¦dzy stanem x(t) obiektu Pc w kolejnych chwilach czasu o postaci
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t = k T + τk, dla k ∈ N, w których nast¦puje (w ogólnym przypadku) zmiana warto±ci sygnaªu
wej±ciowego u(t). S¡ to chwile zaznaczone liter¡ A na diagramach czasowych na rysunkach III.5
i III.11. Oznaczmy odst¦p czasu mi¦dzy kolejnymi takimi chwilami przez δk. Z diagramu III.5 ªatwo

S S S SA A A

t

x

u

x

u

Y(d )k−1 Y(d )k Y(d )k+1Y(d )k−2

kT+tk( 1)k− T+tk−1 ( +1)k T+tk+1

Rys. III.11: Zale»no±ci czasowe w ukªadzie regulacji.

odczyta¢ zale»no±¢

δk = T + τk+1 − τk

We wst¦pie do podrozdziaªu III.1.1 zaªo»ono istnienie nast¦puj¡cego ograniczenia na opó¹nienie τk

w ka»dym kroku k ∈ N

0 < τ 6 τk 6 τ < T

Wynika z niego równie» ograniczenie wielko±ci δk

0 < δ 6 δk 6 δ < 2T

przy czym

δ = T + τ − τ , δ = T + τ − τ (III.28)

Wychodz¡c ze wzoru (III.15), wstawiaj¡c t1 = k T + τk i t2 = (k + 1)T + τk+1 oraz pami¦taj¡c,
»e sterowanie u(t) jest staªe na przedziale [k T + τk, (k + 1)T + τk+1), którego dªugo±¢ wynosi δk,
otrzymuje si¦ zale»no±¢

x((k + 1)T + τk+1) = Φ(δk) x(k T + τk) + Γ(δk) u(k T + τk) (III.29)

gdzie

Φ(δ) = eδ A, Γ(δ) =
∫ δ

0
eξ A B dξ (III.30)

Wzór (III.29) mo»na traktowa¢ jako dyskretne równanie stanu rozwa»anego rozproszonego systemu
regulacji, zapisane dla chwil czasu o postaci t = k T + τk. Badanie tego równania pozwoli okre±li¢
stabilno±¢ ukªadu regulacji. Wstawiaj¡c praw¡ stron¦ (III.27) do (III.29) otrzymujemy

x((k + 1)T + τk+1) = Φ(δk) x(k T + τk)− Γ(δk) K x̂(k T + τk)
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Je±li zaªo»y¢ brak zakªóce« oraz peªn¡ zgodno±¢ modelu z obiektem, wówczas estymata stanu jest
równa stanowi (x̂(k T + τk) = x(k T + τk)). Uwzgl¦dniaj¡c ten fakt, otrzymuje si¦

x((k + 1)T + τk+1) =
(
Φ(δk)− Γ(δk) K

)
x(k T + τk) = Ψ(δk) x(k T + τk) (III.31)

gdzie

Ψ(δk) = Φ(δk)− Γ(δk) K (III.32)

Otrzymane równanie opisuje system niestacjonarny, bowiem macierz Ψ(δk) zale»y od zmieniaj¡cego
si¦ w czasie odst¦pu δk. Poni»ej, przy pomocy metody funkcjonaªów Lapunowa, sprawdzony zo-
stanie warunek dostateczny stabilno±ci tego systemu. Wykorzystamy w tym celu twierdzenie III.8
z podrozdziaªu III.1.1.2.

We¹my jako kandydatur¦ na funkcjonaª Lapunowa form¦ kwadratow¡ z symetryczn¡, dodatnio
okre±lon¡ macierz¡ V [86]

v(x) = xT V x, V ∈ Rn×n, V = V T > 0 (III.33)

Zde�niujmy nast¦puj¡co przyrost warto±ci funkcjonaªu 4v

4v(x(k T + τk)) = v(x((k + 1)T + τk+1))− v(x(k T + τk)) (III.34)

Wstawiaj¡c (III.33) do (III.34) otrzymuje si¦

4v(x(k T + τk)) =

= x((k + 1)T + τk+1)T V x((k + 1)T + τk+1)− x(k T + τk)T V x(k T + τk)

Po uwzgl¦dnieniu (III.31), powy»szy wzór przyjmuje posta¢

4v(x(k T + τk)) =

= (Ψ(δk) x(k T + τk))
T V (Ψ(δk) x(k T + τk))− x(k T + τk)T V x(k T + τk)

a nast¦pnie

4v(x(k T + τk)) = x(k T + τk)T
(
Ψ(δk)T V Ψ(δk)− V

)
x(k T + τk)

Powy»sz¡ formuª¦ mo»na zapisa¢ jako

4v(x(k T + τk)) = −x(k T + τk)T W (δk)x(k T + τk)

gdzie symetryczna macierz W (δ) = W (δ)T jest zde�niowana nast¦puj¡co

W (δk) = − (
Ψ(δk)T V Ψ(δk)− V

)
(III.35)

Zgodnie z twierdzeniem III.8, warunek dostateczny (cho¢ niekonieczny) asymptotycznej stabilno±ci
badanego ukªadu dynamicznego mo»na zapisa¢ w postaci

∃
V =V T>0

∀
δ∈[δ, δ]

W (δ) > 0 =⇒ (AS)
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Przykªad III.3

Dla obiektu Pc, opisanego równaniem stanu ẋ(t) = Ax(t)+B u(t) z macierzami (III.11), macierze
Φ(δ) i Γ(δ) (a ±ci±lej: funkcje o warto±ciach macierzowych), wyznaczone wedªug wzorów (III.30), s¡
równe

Φ(δ) =

[
1 100 δ

0 1

]
, Γ(δ) =

[
2000 δ2

40 δ

]

Dla proporcjonalnego regulatora K =
[
3 2

]
(gwarantuj¡cego asymptotyczn¡ stabilno±¢ ukªadu

regulacji bez sieci telekomunikacyjnej) macierz Ψ(δ), okre±lona wzorem (III.32), przyjmuje posta¢

Ψ(δ) =

[
1− 6000 δ2 100 δ − 4000 δ2

−120 δ 1− 80 δ

]

We¹my kandydata na funkcjonaª Lapunowa o postaci (III.33) z nast¦puj¡c¡ macierz¡ V

V = V T =

[
v11 v12

v21 v22

]
=

[
23 4

4 16

]
> 0 (III.36)

która jest symetryczna i dodatnio okre±lona (mo»na to sprawdzi¢ za pomoc¡ kryterium Sylvestera,
badaj¡c jej minory wiod¡ce V1 i V2)

V1 = v11 = 23 > 0

V2 = |V | = v11 v22 − v12 v21 = 352 > 0

Macierz W (δ), wyznaczona wedªug wzoru (III.35), ma posta¢

W (δ) =

[
w11(δ) w12(δ)

w21(δ) w22(δ)

]
=

[
45600 δ2 − 828000000 δ4 + 960 δ − 5760000 δ3

−60 δ + 10400 δ2 + 9960000 δ3 − 552000000 δ4

−60 δ + 10400 δ2 + 9960000 δ3 − 552000000 δ4

−236400 δ2 + 15840000 δ3 − 368000000 δ4 + 1760 δ

]

Jej minory wiod¡ce s¡ równe odpowiednio

W1(δ) = detw11(δ) = w11(δ) = 45600 δ2 − 828000000 δ4 + 960 δ − 5760000 δ3

W2(δ) = detW (δ) = w11(δ) w22 − w12(δ) w21(δ) =

= −4624000000 δ4 − 145440000 δ3 + 1686000 δ2

Przy zaªo»onym okresie próbkowania T = 0.004 oraz przyj¦tych granicznych warto±ciach opó¹nie«
komunikacyjnych τ = 0.0004 oraz τ = 0.0036, graniczne warto±ci parametru δk, wyznaczone wedªug
wzorów (III.28), wynosz¡ odpowiednio δ = 0.0008 oraz δ = 0.0072. Zale»no±¢ minorów wiod¡cych
macierzy W (δ) od parametru δ z przedziaªu

[
δ, δ

]
przedstawiona jest na wykresach na rysunku

III.12. Wida¢ z nich, »e dla dowolnej δ ∈ [
δ, δ

]
oba minory wiod¡ce s¡ (silnie) dodatnie, co gwa-

rantuje dodatni¡ okre±lono±¢ macierzy W (δ). A st¡d wynika asymptotyczna stabilno±¢ badanego
systemu regulacji

∀δ∈[δ, δ]
(
W1(δ) > 0 ∧ W2(δ) > 0

)
=⇒ ∀δ∈[δ, δ] W (δ) > 0 =⇒ (AS)
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Rys. III.12: Zale»no±¢ minorów wiod¡cych W1(δ) i W2(δ) macierzy W (δ) od parametru δ.

Najwi¦ksz¡ trudno±¢ w stosowaniu opisanej wy»ej procedury badania stabilno±ci stanowi znalezienie
odpowiedniej macierzy V . Poszukuj¡c jej mo»na si¦ wspomóc metodami numerycznymi rozwi¡zywa-
nia ukªadów liniowych nierówno±ci macierzowych (LMI � Linear Matrix Inequalities), zaimplemen-
towanymi mi¦dzy innymi w programie MATLAB. W dodatku D.1 zamieszczono zawarto±¢ M-pliku
skryptowego, który pomógª w znalezieniu macierzy V u»ytej w powy»szym przykªadzie liczbowym.
W pliku tym de�niowany i rozwi¡zywany jest ukªad dwunastu (liczba ta nie jest parametrem kry-
tycznym) nierówno±ci macierzowych o postaci

V > 0

Ψ(δ)T V Ψ(δ)− V < 0, δ = δ + i
δ − δ

10
, i ∈ {0, 1, 2, . . . , 10}

Pierwsza nierówno±¢ gwarantuje dodatni¡ okre±lono±¢ symetrycznego rozwi¡zania V . Jedena±cie
pozostaªych powstaªo z warunku W (δ) > 0 zapisanego dla jedenastu warto±ci parametru δ, wy-
branych z równomiernymi odst¦pami z przedziaªu

[
δ, δ

]
(w±ród wybranych warto±ci s¡ te» ko«ce

przedziaªu). Poszukiwano rozwi¡zania dopuszczalnego, wykorzystuj¡c funkcj¦ feasp. Otrzymany
wynik, po zaokr¡gleniu w dóª do liczb caªkowitych (zwi¦kszyªo to czytelno±¢ podanego wy»ej przy-
kªadu liczbowego), dany jest wzorem (III.36).

Powy»ej wykazano asymptotyczn¡ stabilno±¢ rozproszonego ukªadu regulacji, korzystaj¡c z warunku
dostatecznego (który nie jest jednak warunkiem koniecznym). Nale»y oczekiwa¢, »e w przypadku
rozpatrywanego systemu b¦dzie to warunek zachowawczy, poniewa» nie uwzgl¦dnia on pewnych
zale»no±ci zachodz¡cych mi¦dzy warto±ciami macierzy Ψ(δk) dla kolejnych chwil czasu k. Wynikaj¡
one z faktu, i» wielko±ci δk nie mog¡ przyjmowa¢ dla nast¦puj¡cych po sobie k zupeªnie dowolnych,
niezale»nych od siebie warto±ci. Przykªadowo, je±li δk−1 = δk+1 = δ to musi zachodzi¢ równo±¢
δk = δ. Warunek ten mo»na odczyta¢ z rysunku III.5.

Znaj¡c charakter zale»no±ci miedzy Ψ(δk) dla kolejnych k (deterministyczny lub stochastyczny),
mo»na okre±la¢ mniej zachowawcze warunki stabilno±ci. Opó¹nienia komunikacyjne daj¡ si¦ nie-
kiedy modelowa¢ przy pomocy ªa«cuchów Markowa, a wówczas stabilno±¢ mo»na bada¢ metodami
podanymi w pracach [42,134]. Niestety, takie modele s¡ stosunkowo zªo»one i trudne do identy�kacji,
a to ogranicza mo»liwo±ci stosowania bazuj¡cych na nich metod.
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III.1.1.5 Sterowanie niezwªocznie po otrzymaniu próbki sygnaªu z czujnika � ukªad
z estymacj¡ trójpunktow¡

Idea rozwi¡zania przedstawionego w niniejszym podrozdziale polega na takim sterowaniu obiektem
Pc, aby w chwilach czasu tk = k T jego stan przyjmowaª takie same warto±ci, jakie osi¡gane s¡
w ukªadzie odniesienia, w którym nie ma sieci telekomunikacyjnej (i zwi¡zanych z ni¡ opó¹nie«),
a sterowanie wyznaczane jest przez proporcjonalny regulator od stanu. Oznaczmy przez u(t2 | t1) ste-
rowanie podawane na obiekt pocz¡wszy od chwili czasu t2, a wyznaczone na podstawie znajomo±ci
stanu x w chwili czasu t1. Sterowanie u(k T | k T ) w ukªadzie odniesienia pozostaje staªe na przedziale
czasu [k T, (k+1)T ). Równowa»ne mu sterowanie w ukªadzie rozproszonym (z sieci¡), przedstawione
na rysunku III.13b, nie jest staªe (w ogólnym przypadku) na podanym przedziale, lecz ma posta¢
przebiegu schodkowego, zªo»onego z trzech segmentów (dla rozpatrywanego dalej obiektu regulacji
drugiego rz¦du; ogólnie n+1 schodków dla obiektu o rz¦dzie n). Warto±¢ pierwszego �schodka� wy-
znaczana jest w poprzednim, (k − 1)-szym kroku oblicze«, na podstawie poprzedniej próbki stanu
x((k − 1) T ), za± dwie pozostaªe � w aktualnym, k-tym kroku, na podstawie znajomo±ci aktualnej
próbki x(k T ). U»yty na rysunku symbol u(k T + τk | k T ) oznacza warto±¢, któr¡ przyjmuje stero-
wanie w chwili czasu k T + τk, a która zostaªa wyznaczona na podstawie znajomo±ci stanu obiektu
w chwili czasu k T . Znaczenie pozostaªych symboli jest analogiczne. Na rysunku III.14 przedstawiony
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Rys. III.13: Sterowania: a) w ukªadzie odniesienia, w którym nie wyst¦puj¡ opó¹nienia, b) równo-
wa»ne, w rozwa»anym rozproszonym ukªadzie regulacji.

jest schemat blokowy ukªadu regulacji realizuj¡cego opisywany algorytm. Kolejne etapy dziaªania
ukªadu i jego poszczególnych elementów s¡ nast¦puj¡ce:

1. W chwili t = k T czujnik S, pobudzony zegarem Ts, próbkuje stan x (k T ) systemu Pc
i bezzwªocznie przekazuje pakiet danych zawieraj¡cy uzyskan¡ próbk¦ x [k] do sieci telekomu-
nikacyjnej N.

2. Przesªanie pakietu przez sie¢ N zajmuje odcinek czasu o dªugo±ci τk.

3. W chwili czasu t = k T + τk sie¢ N przekazuje pakiet z danymi do regulatora C1 oraz predyk-
tora E. Regulator C1 oblicza warto±¢ sterowania odniesienia u(k T | k T ) = −K x(k T ), a pre-
dyktor E � estymat¦ stanu x̂((k+1) T | k T ), jaki osi¡gn¡ªby obiekt Pc w chwili t = (k + 1) T ,
gdyby sterowanie u(k T | k T ) zostaªo na niego podane bez opó¹nienia.

4. W tej samej chwili czasu t = k T + τk regulator C2 wyznacza trzy warto±ci sterowania:
u(k T + τk | k T ), u(k T + τk + σk/2 | k T ) (przy czym σk = T − τk) oraz u((k + 1)T | k T ) =
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Rys. III.14: Schemat rozproszonego ukªadu regulacji z estymacj¡ trójpunktow¡.

−K x̂((k + 1)T ) i przekazuje je do bufora B; korzysta przy tym ze wskaza« zegara Tc oraz
znajomo±ci trzeciej warto±ci sterowania z poprzedniego kroku u(k T | (k−1)T ) (przechowanej
w pomocniczej kolejce Q). Zegary Tc i Ts musz¡ pracowa¢ synchronicznie.

5. W tej samej chwili czasu t = k T + τk bufor B przekazuje pierwsz¡ z otrzymanych warto±ci
sterowa« do urz¡dzenia wykonawczego A. Dwie pozostaªe przesyªane s¡ odpowiednio w odst¦-
pach czasu równych σk/2 (odpowiednio w chwilach czasu t = k T +τk+σk/2 oraz t = (k+1) T ).
Do odmierzenia tych odcinków sªu»y pomocniczy zegar Tb.

6. Urz¡dzenie wykonawcze A bezzwªocznie podaje otrzymywane warto±¢ sterowania na wej±cie
obiektu Pc � trzykrotnie w ka»dym okresie próbkowania (punkty A, A' oraz A� na ry-
sunku III.13).

Zrozumienie powy»szego opisu uªatwia diagram przedstawiony na rysunku III.15, który wyja±nia
zale»no±ci czasowe w ukªadzie. Uproszczona wersja tego diagramu pokazana jest na rysunku III.16.
W opisie algorytmu regulacji podano wzór okre±laj¡cy warto±¢ sterowania u ((k + 1) T | k T ) (prze-
znaczonego dla punktu A�). Poni»ej wyprowadzone zostan¡ formuªy, którymi wyra»aj¡ si¦ dwie
pozostaªe jego warto±ci: u (k T + τk) i u (k T + τk + σk/2) (punkty A i A'), wyznaczane w tym
samym okresie próbkowania. Jak poprzednio zakªadamy, »e obiekt regulacji Pc z czasem ci¡gªym
dany jest równaniem stanu (III.1). Uzyskany w wyniku dyskretyzacji obiekt Pd w ukªadzie odnie-
sienia, w którym nie wyst¦puj¡ opó¹nienia, opisany jest równaniem z czasem dyskretnym (III.2),
w którym macierze Φ(T ) i Γ(T ) wyra»aj¡ si¦ wzorami (III.3). Równanie zamkni¦tego ukªadu re-
gulacji z regulatorem (III.5) przyjmuje posta¢ (III.6). Równanie to b¦dzie wykorzystywane przez
predyktor E, widoczny na rysunku III.14, do wyznaczenia estymaty stanu

x̂((k + 1)T | k T ) = Φ(T )x(k T ) + Γ(T ) u(k T | k T ) =
(
Φ(T )− Γ(T ) K

)
x(k T ) (III.40)

W ukªadzie rozproszonym, w tym samym przedziale czasu [k T, (k + 1) T ), sterowanie przyjmuje
trzy (w ogólno±ci ró»ne) warto±ci (rysunek III.17). Pierwsza z nich, u(k T | (k − 1)T ), wyznaczana
jest we wcze±niejszym, (k − 1)-szym kroku oblicze«; oznacza to, »e w k-tym kroku nie mamy na ni¡
»adnego wpªywu. Pozostaªe dwie nale»y dobra¢ tak, by stan obiektu w chwili (k + 1)T osi¡gn¡ª
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Rys. III.17: Nast¦pstwo zdarze« i zale»no±ci czasowe w ukªadzie regulacji.

warto±¢ równ¡ jego pomocniczej estymacie x̂((k + 1)T | k T ). W ukªadzie rozproszonym zale»no±¢
x((k + 1)T ) od x(k T ) dana jest wzorem

x((k + 1) T ) =eT A x(k T ) +
∫ k T+τk

k T
e((k+1) T−ζ) A B dζ · u(k T | (k − 1)T )+

+
∫ k T+τk+σk/2

k T+τk

e((k+1) T−ζ) A B dζ · u(k T + τk | k T )+

+
∫ (k+1) T

k T+τk+σk/2
e((k+1) T−ζ) A B dζ · u(k T + τk + σk/2 | k T )

który otrzymuje si¦ z ogólnej formuªy (III.15), wstawiaj¡c t1 = k T oraz t2 = (k + 1)T i dziel¡c
wyst¦puj¡c¡ w niej caªk¦ na sum¦ trzech skªadników. Ka»dy z nich to caªka na przedziale, na którym
warto±¢ sterowania jest staªa. Stosuj¡c w trzech powy»szych caªkach nast¦puj¡ce podstawienie

ξ = ζ − k T, ζ = ξ + k T, dζ = dξ

otrzymuje si¦ formuª¦ (porównaj [133])

x((k + 1) T ) =eT A x(k T ) +
∫ τk

0
e(T−ξ) A B dξ · u(k T | (k − 1) T )+

+
∫ τk+σk/2

τk

e(T−ξ) A B dξ · u(k T + τk | k T )+

+
∫ T

τk+σk/2
e(T−ξ) A B dξ · u(k T + τk + σk/2 | k T )
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któr¡ przy oznaczeniach

Γ0(τ) =
∫ τ

0
e(T−ξ) A B dξ, Γ1(τ) =

∫ T+τ
2

τ
e(T−ξ) A B dξ, Γ2(τ) =

∫ T

T+τ
2

e(T−ξ) A B dξ

w których zastosowano równo±¢

τk +
σk

2
=

T + τk

2

mo»na zapisa¢ w zwartej formie jako

x((k + 1) T ) =Φ(T ) x(k T ) + Γ0(τk) u(k T | (k − 1) T )+

+ Γ1(τk) u(k T + τk | k T ) + Γ2(τk) u(k T + τk + σk/2 | k T )
(III.41)

Przykªad III.4

Dla macierzy A i B o postaci (III.11) i dla okresu próbkowania T = 0.004, macierze Γ0(τ), Γ1(τ)

oraz Γ2(τ) wyra»aj¡ si¦ wzorami

Γ0(τ) =

[
1
2 a b τ (2T − τ)

b τ

]
=

[
2000 (1/125− τ) τ

40 τ

]
(III.42a)

Γ1(τ) =

[
3
8 a b (T − τ)2

1
2 b (T − τ)

]
=

[
1500 (τ − 1/250)2

2/25− 20 τ

]
(III.42b)

Γ2(τ) =

[
1
8 a b (T − τ)2

1
2 b (T − τ)

]
=

[
500 (τ − 1/250)2

2/25− 20 τ

]
(III.42c)

Zast¦puj¡c lew¡ stron¦ równania (III.41) estymat¡ stanu x̂((k + 1)T | k T ), wyznaczon¡ wedªug
wzoru (III.40), otrzymuje si¦

Φ(T ) x(k T )+Γ(T ) u(k T | k T ) = Φ(T ) x(k T ) + Γ0(τk) u(k T | (k − 1) T )+

+Γ1(τk) u(k T + τk | k T ) + Γ2(τk) u(k T + τk + σk/2 | k T )
(III.43)

Usu«my jednakowy wyraz Φ(T ) x(k T ) po obu stronach znaku równo±ci, a nast¦pnie przenie±my wy-
ra»enia zawieraj¡ce niewiadome u(k T +τk | k T ) i u(k T +τk +σk/2 | k T ) na lew¡ stron¦, a pozostaªe
� na praw¡

Γ1(τk) u(k T + τk | k T )+Γ2(τk) u(k T + τk + σk/2 | k T ) =

= Γ(T ) u(k T | k T )− Γ0(τk) u(k T | (k − 1)T )

Nast¦pnie zapiszmy otrzymane równanie w postaci wektorowo-macierzowej, zast¦puj¡c u (k T | k T )

przez −K x (k T )

[
Γ1(τk) Γ2(τk)

] [
u(k T + τk | k T )

u(k T + τk + σk/2 | k T )

]
= −Γ(T ) K x(k T )− Γ0(τk) u(k T | (k − 1)T )

Jego rozwi¡zanie jest nast¦puj¡ce
[

u(k T + τk | k T )

u(k T + τk + σk/2 | k T )

]
=

= −
[

Γ1(τk) Γ2(τk)
]−1 (

Γ0(τk) u(k T | (k − 1)T ) + Γ(T ) K x(k T )
)

(III.44)
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Warunkiem istnienia rozwi¡zania jest nieosobliwo±¢ macierzy
[

Γ1(τk) Γ2(τk)
]
. Dla macierzy

okre±lonych równo±ciami (III.42b) i (III.42c) jest on speªniony dla ka»dego τ z przedziaªu (0, T ).
Wzór (III.44) oraz formuªa

u((k + 1)T | k T ) = −K x̂((k + 1)T ) = −K
(
Φ(T )− Γ(T )K

)
x(k T )

pozwalaj¡ na wyznaczenie w k-tym kroku oblicze« wszystkich trzech warto±ci sterowania zale»nych
od zmierzonego stanu x (k T ) = x [k] obiektu.

Omawiana wy»ej równowa»no±¢ mi¦dzy sterowaniem staªym u(k T | k T ), a sterowaniem schodko-
wym okre±lonym warto±ciami u(k T | (k − 1)T ), (k T + τk | k T ) i (k T + τk + σk/2 | k T ) (patrz
rysunek III.13 lub III.17) posiada prost¡ interpretacj¦ geometryczn¡, wynikaj¡c¡ ze wzoru (III.43).
Dla obiektu o jednym wej±ciu i dwóch zmiennych stanu (p = 1, n = 2) macierze Γ(T ) oraz Γ0(τ),
Γ1(τ) i Γ2(τ) s¡ dwuelementowymi wektorami kolumnowymi i mog¡ by¢ wykre±lone w prostok¡t-
nym ukªadzie wspóªrz¦dnych 0x1x2 na pªaszczy¹nie R2 (rysunek III.18). Równanie (III.43) jest
speªnione, je±li suma geometryczna trzech przedstawionych na rysunku wektorów jest równa czwar-
temu. Prawa strona równania ma posta¢ kombinacji liniowej, w której wspóªczynnikami s¡ warto±ci

G( )T

G t
1
( )

k

G t
2
( )

k

x1

x2

G t
0
( )

k

Rys. III.18: Interpretacja gra�czna równowa»no±ci sterowa«.

sterowa«, za± wektorami � macierze Γ0(·), Γ1(·) i Γ2(·).

Stabilno±¢ ukªadu regulacji

Zaªó»my, »e na rozwa»any rozproszony ukªad regulacji nie oddziaªuj¡ zakªócenia, a model wyko-
rzystywany przez predyktor E i regulator C2 jest zgodny z obiektem. Wówczas w chwilach czasu
tk = k T stan obiektu w rozwa»anym ukªadzie regulacji jest taki sam, jak w ukªadzie odniesienia,
przedstawionym na rysunku III.2. Wobec tego wªasno±ci stabilno±ci obu ukªadów pokrywaj¡ si¦.
Warunek konieczny i wystarczaj¡cy asymptotycznej stabilno±ci rozpatrywanego ukªadu ma posta¢

λ (Φ (T )− Γ (T ) K) ⊂ C¯

III.1.1.6 Eksperymenty symulacyjne

Dziaªanie pi¦ciu opisanych wy»ej ukªadów regulacji (ukªadu odniesienia oraz czterech wariantów
ukªadu rozproszonego) przetestowane zostaªo na drodze symulacji komputerowych w ±rodowisku
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oblicze« numerycznych MATLAB/Simulink. Wykorzystano dane liczbowe (III.11) z przykªadu III.1.
Model pojedynczego ukªadu regulacji, zestawiony w Simulinku, przedstawiony jest na rysunku III.19.
Podstawowe elementy na schemacie to blok State-Space, reprezentuj¡cy obiekt regulacji Pc oraz

Scope x

Scope u

Uniform Random

Number

Step

Step1

x' = Ax+Bu

y = Cx+Du

State-Space

0.5

Slider

Gain

Wskaznik

S-Function1
Sterownik1

S-Function

Manual Switch

Manual Switch2

Manual Switch1

Display J

0

Constant

T

Constant1

Band-Limited

White Noise

Rys. III.19: Schemat ukªadu regulacji w Simulinku.

blok S-Function, kryj¡cy w sobie ª¡cznie algorytmy czujnika S, sieci N i regulatora C, zapisane
w M-pliku funkcyjnym o formacie S-funkcji. Blok S-Function1 w modelu w Simulinku (rysunek
III.19) wyznacza warto±¢ wska¹nika jako±ci J (okre±laj¡cy go wzór podany b¦dzie nieco dalej),
przeª¡cznik Manual Switch1 pozwala wybra¢ rodzaj opó¹nie« komunikacyjnych (staªe lub zmienne),
za±Manual Switch2 umo»liwia dodanie zakªóce« do sygnaªu wej±ciowego obiektu. Przeª¡cznikManual
Switch wybiera przedziaª czasu, na którym obliczany jest wska¹nik jako±ci J , wzorowany na (III.8).
Ilo±ciowe porównanie ukªadów regulacji, w oparciu o warto±¢ wska¹nika jako±ci, zamieszczone jest
w dalszej cz¦±ci opracowania.

Na rysunku III.20 zebrano przebiegi czasowe uzyskane przez symulacje pracy wszystkich pi¦ciu
rozpatrywanych ukªadów regulacji. Przeprowadzono je dla warunku pocz¡tkowego x(0) = x[0] =[
5 0

]T
, przy braku zakªóce« oddziaªuj¡cych na ukªad. Symulowane opó¹nienia komunikacyjne τk

miaªy rozkªad jednostajny na przedziale [T/10, 9T/10] = [0.0004, 0.0036]. Ich przebieg czasowy
oraz histogram zamieszczone s¡ na rysunku III.21. Macierz regulatora K =

[
2.6266 0.5997

]
do-

brano metod¡ przesuwania warto±ci wªasnych, zadaj¡c z1 = 0.91 + j 0.4, z2 = 0.91− j 0.4. Moduªy
obu warto±ci wªasnych s¡ mniejsze od jedno±ci, co gwarantuje asymptotyczn¡ stabilno±¢ systemu
odniesienia (bez opó¹nie«). Wyniki symulacji wskazuj¡, »e ukªad ze sterowaniem bezzwªocznym bez
estymacji straciª stabilno±¢ � ten prosty algorytm nie sprawdza si¦ w testowanym tu ukªadzie re-
gulacji. Spo±ród trzech pozostaªych ukªadów rozproszonych, które zachowaªy stabilno±¢, wyra¹nie
najgorsza jako±¢ regulacji osi¡gana jest przez algorytm sterowania bezzwªocznego z jednopunktow¡
estymacj¡ stanu. Dwa pozostaªe ukªady regulacji (dla których wykazanie stabilno±ci jest najªa-
twiejsze) pozwalaj¡ osi¡gn¡¢ jako±¢ regulacji porównywaln¡ z uzyskan¡ w ukªadzie odniesienia.
Dotyczy to jednak jedynie przypadku pracy bez zakªóce« i przy peªnej zgodno±ci modelu u»ytego
do estymacji z obiektem. Kwestia jako±ci regulacji w obecno±ci zakªóce« poruszona b¦dzie w pod-
rozdziale III.1.1.8. Na rysunku III.22 przedstawiono przebiegi czasowe sterowania w ukªadzie ze
sterowaniem niezwªocznym i trójpunktow¡ estymacj¡ stanu dla dwóch ró»nych przypadków: bez
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Rys. III.20: Przebiegi czasowe stanu x(t) w ukªadach regulacji podczas symulacji komputerowych:
a) ukªad odniesienia bez opó¹nie«, b) sterowanie niezwªoczne, bez estymacji, c) sztuczne wydªu»anie
opó¹nienia, z estymacj¡ stanu, d) sterowanie niezwªoczne, estymacja jednopunktowa, e) sterowanie
niezwªoczne, estymacja trójpunktowa (x1(t) � linia ci¡gªa, x2(t) � linia przerywana).
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Rys. III.21: Przebieg czasowy (a) i histogram (b) opó¹nie« τk transmisji podczas symulacji kompu-
terowych.

zakªóce« oraz w ich obecno±ci. Wykresy ujawniaj¡ podstawow¡ wad¦ tego ukªadu � wyst¦powanie
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b) 

Rys. III.22: Przebieg czasowy sterowania u(t) w ukªadzie ze sterowaniem bezzwªocznym z estymacj¡
trójpunktow¡: a) przypadek bez zakªóce«, b) przypadek z zakªóceniami.

obok siebie znacznych i istotnie ró»nych warto±ci sterowania (�szpilek�). W ukªadzie bez zakªóce«
zjawisko to ma charakter jednorazowego incydentu w pierwszym okresie próbkowania. Je±li jednak
zakªócenia s¡ obecne, zjawisko powtarza si¦ regularnie. Skoki sterowania s¡ tym wi¦ksze, im dªu»-
sze jest opó¹nienie τk w danym kroku próbkowania. Dªugie opó¹nienia oznaczaj¡ bowiem krótkie
przedziaªy [k T + τk, k T + τk + σk/2) oraz [k T + τk + σk/2, (k + 1)T ), w których musi nast¡pi¢
korekta stanu do warto±ci pomocniczej estymaty x̂ ((k + 1) T | k T ), a to poci¡ga za sob¡ koniecz-
no±¢ stosowania znacznych warto±ci sterowa« u (k T + τk | k T ) oraz u (k T + τk + σk/2 | k T ) (patrz
rysunek III.17).

III.1.1.7 Eksperymenty laboratoryjne

Dziaªanie dwóch spo±ród czterech opisanych wy»ej wariantów rozproszonego ukªadu regulacji (ze
sterowaniem bezzwªocznym bez estymacji oraz ze sterowaniem niezwªocznym i estymacj¡ jedno-
punktow¡) przetestowane zostaªo podczas eksperymentów laboratoryjnych. Wykorzystano w nich
metod¦ podobn¡ do techniki hardware in the loop, symuluj¡c w czasie rzeczywistym dziaªanie obiektu
regulacji. Schemat u»ytej instalacji laboratoryjnej przedstawiony jest na rysunku III.23. W jej skªad
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wchodz¡ trzy komputery klasy PC, wyposa»one w karty sieciowe Ethernet 100 Mb i doª¡czone ka-
blem typu skr¦tka do wspólnego niezarz¡dzanego przeª¡cznika sieciowego (switch). Komputer LC,

Komputer lokalny

Linux, RTAI, RTNet
LC

Komputer zdalny

Windows 2000
RC

Sieć Ethernet
Switch

Inny komputer

Windows 2000
OC

Pozostałe
komputery
oraz inne

elementy sieci.

Rys. III.23: Elementy i kon�guracja zestawu komputerowego wykorzystywanego podczas ekspery-
mentów.

zwany dalej lokalnym lub miejscowym, wyposa»ony byª w system operacyjny Fedora Linux z za-
instalowanym j¡drem RTAI (Real-Time Application Interface) [10, 33, 34] oraz sterownikiem sieci
RTnet [71], czyni¡cym z niego system czasu rzeczywistego (RT), mog¡cy peªni¢ rol¦ w¦zªa siecio-
wego. W komputerze obecny byª kompilator GNU C, umo»liwiaj¡cy tworzenie w j¦zyku C [139]
aplikacji pracuj¡cych pod kontrol¡ systemu RTAI. Komputer RC, zwany dalej zdalnym lub od-
legªym, wyposa»ono w system operacyjny MS Windows 2000. Dodatkowo zainstalowano na nim
kompilator MS Visual C/C++ 6.0, umo»liwiaj¡cy tworzenie aplikacji pracuj¡cych w ±rodowisku
systemu Windows. Na komputerze lokalnym, pod kontrol¡ j¡dra czasu rzeczywistego RTAI, urucho-
miono aplikacj¦ zªo»on¡ z kilku zada« wspóªpracuj¡cych z sob¡ w sposób przedstawiony na rysunku
III.24. Utworzono dwie odr¦bne aplikacje � odpowiednio dla wariantu sterowania z estymacj¡ stanu
(rysunek III.24b) i bez niej (rysunek III.24a). Zadania aplikacji odpowiadaj¡ z grubsza elementom
schematu blokowego przedstawionego na rysunkach III.1 i III.9. Zadania E oraz C realizuj¡ odpo-
wiednio funkcj¦ estymatora oraz regulatora. Zadanie S jest odpowiedzialne za próbkowanie stanu
obiektu. ZadaniePc sªu»y do symulowania obiektu regulacji (technika hardware in the loop). Próbki
stanu przesyªane s¡ z wykorzystaniem protokoªu UDP/IP, za po±rednictwem sieci Ethernet, z kom-
putera lokalnego do odlegªego, a nast¦pnie z powrotem. Na komputerze zdalnym pracuje aplikacja,
której zadaniem jest odsyªanie otrzymanego pakietu natychmiast po jego otrzymaniu. Aplikacj¦ t¦
napisano w j¦zyku C++ [139], korzystaj¡c z bibliotek klas MFC [59], a nast¦pnie skompilowano
przy pomocy kompilatora dost¦pnego w zintegrowanym ±rodowisku programistycznym (IDE) MS
Visual C/C++ 6.0. W tej kon�guracji pojedyncza próbka wysªana z czujnika przechodzi na swej
drodze dwukrotnie przez przeª¡cznik (switch) oraz przez interfejsy sieciowe obu komputerów (lo-
kalnego i zdalnego). Transmisja ta jest ¹ródªem zmiennych w czasie opó¹nie«, oddziaªuj¡cych na
prac¦ ukªadu regulacji. Trzeci komputer wchodz¡cy w skªad instalacji laboratoryjnej, oznaczony na
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Rys. III.24: Zadania aplikacji czasu rzeczywistego: a) ukªad bez estymacji stanu, b) ukªad z jedno-
punktow¡ estymacj¡ stanu (Pc � obiekt regulacji, S � czujnik, E � predyktor, C � regulator, MB �
skrzynka pocztowa, Ts � zegar o okresie T , Tp � zegar o okresie T/50; LC � komputer miejscowy
(lokalny), RC � komputer odlegªy (zdalny), N � sie¢ komunikacyjna Ethernet, protokóª UDP/IP).
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rysunku III.23 literami OC, z zainstalowanym systemem operacyjnym MS Windows 2000, sªu»y
do generowania dodatkowego ruchu w sieci, oddziaªuj¡cego z transmisj¡ wywoªywan¡ przez badany
ukªad regulacji. Dodatkowy ruch jest uzyskiwany przez kopiowanie plików mi¦dzy komputeramiRC
i OC, z wykorzystaniem mechanizmu systemu Windows, zwanego Otoczeniem Sieciowym.

Zadaniem aplikacji pracuj¡cej na komputerze zdalnym RC byªo natychmiastowe odsyªanie otrzy-
manych pakietów sieciowych. Zostaªa ona napisana jako program �okienkowy�, pracuj¡cy pod kon-
trol¡ systemu operacyjnego MS Windows 2000. Podczas eksperymentów wykorzystywano regu-
lator proporcjonalny o macierzy wzmocnie« K =

[
12.5 5

]
, za± warunek pocz¡tkowy wynosiª

x(0) =
[
4.7 −0.3

]T
. Próbkowanie sygnaªów odbywaªo si¦ z okresem T = 0.004 sekundy. Prze-

biegi czasowe stanu x i sterowania u, zarejestrowane podczas do±wiadcze«, zaprezentowane s¡ na
rysunku III.25. Odpowiadaj¡ one dwóm porównywanym ukªadom regulacji: ze sterowaniem bez-
zwªocznym bez estymacji stanu oraz ze sterowaniem bezzwªocznym i estymacj¡ jednopunktow¡.
Stosowne przebiegi czasowe opó¹nie« komunikacyjnych oraz ich histogramy przedstawiono na ry-
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Rys. III.25: Przebiegi czasowe stanu x (a, b) obiektu oraz sterowania u (c, d) w ukªadach regulacji
podczas eksperymentów laboratoryjnych: a, c) sterowanie niezwªoczne, bez estymacji, b, d) stero-
wanie niezwªoczne, z estymacj¡ (x1 � linia ci¡ga, x2 � linia przerywana).

sunku III.26. Na wykresach tych pomini¦to opó¹nienia, które przekraczyªy okres próbkowania T .
Przekroczenia te zdarzaªy si¦ sporadycznie (rzadziej ni» jedno na sto). Wyniki eksperymentów po-
twierdzaj¡ wnioski wyci¡gni¦te na podstawie analizy rezultatów symulacji. Predykcja stanu w kom-
pensatorze, w oparciu o znany model obiektu, pozwala istotnie polepszy¢ jako±¢ regulacji. Z drugiej
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Rys. III.26: Przebiegi czasowe (a, c) i histogramy (b, d) opó¹nie« τk zanotowanych podczas ekspery-
mentów laboratoryjnych: a, b) sterowanie niezwªoczne bez estymacji; c, d) sterowanie niezwªoczne
z estymacj¡ jednopunktow¡.

strony, nieuwzgl¦dnienie opó¹nie« na etapie projektowania kompensatora mo»e doprowadzi¢ do jej
znacznego pogorszenia.

III.1.1.8 Ilo±ciowe porównanie jako±ci regulacji

Zadaj¡c we wska¹niku jako±ci (III.8) macierze Q, R i S równe odpowiednio

Q = diag(q1, q2) =

[
14 0

0 0.2

]
, R = r = 1, S =

[
s1

s2

]
=

[
3.4

0

]

otrzymuje si¦ optymalny liniowo-kwadratowy regulator proporcjonalny (III.9) o macierzy wzmoc-
nie«

K =
[
3.1535 1.958

]

Warto±ci wªasne macierzy stanu zamkni¦tego ukªadu regulacji (w systemie odniesienia) z takim
regulatorem wynosz¡

λ (Φ− ΓK) = {z1, z2} = {0.7929 + j 0.3987, 0.7929− j 0.3987}

Moduªy obu biegunów, równe |z1| = |z2| = 0.8875, s¡ mniejsze od jedno±ci. Wyznaczony w ten spo-
sób regulator zostaª wykorzystany do ilo±ciowego porównania jako±ci regulacji dla czterech opisanych
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wy»ej algorytmów sterowania w systemie rozproszonym. Jako±¢ regulacji mierzona byªa wska¹ni-
kami jako±ci wzorowanymi na formule (III.8). Zaªó»my, »e u[k] = −K x[k]. Wówczas drugi i trzeci
skªadnik wyra»enia pod znakiem sumy w (III.8) mo»na przeksztaªci¢ w nast¦puj¡cy sposób

u[k]T R u[k] = (−K x[k])T R (−K x[k]) = x[k]T KT R K x[k]

x[k]T S u[k] = x[k]T S (−K x[k]) = −x[k]T S K x[k]

Wska¹nik jako±ci przyjmuje posta¢

J =
∞∑

k=0

(
x[k]T Qx[k] + x[k]T KT R K x[k]− 2x[k]T S K x[k]

)

a nast¦pnie

J =
∞∑

k=0

x[k]T
(
Q + KT R K − 2S K

)
x[k]

Do celów oblicze« numerycznych górn¡ granic¦ sumowania zast¡piono warto±ci¡ sko«czon¡

J =
N∑

k=0

x[k]T
(
Q + KT R K − 2S K

)
x[k]

Jako±¢ regulacji zmierzono na podstawie wyników symulacji, przy pomocy dwóch wska¹ników jako-
±ci, wzorowanych na (III.8), opisanych poni»ej:

1. Deterministycznego wska¹nika J1, z górn¡ granic¡ sumowania N1, w ukªadzie bez zakªó-
ce« (z ≡ 0), z niezerowym warunkiem pocz¡tkowym (x(0) 6= 0).

2. Stochastycznego wska¹nika jako±ci J2 z górn¡ granic¡ caªkowania N2, w ukªadzie z zerowym
warunkiem pocz¡tkowym (x(0) = 0 ∈ Rn), w obecno±ci niezale»nych zakªóce« losowych o roz-
kªadzie normalnym N(0, 1) (o zerowej warto±ci ±redniej i jednostkowej wariancji), poddanych
operacji ZOH (lub inaczej S&H � próbkowanie i podtrzymanie) z okresem T/10.

Horyzont czasowy N1 nale»y dobra¢ tak, by pod koniec przedziaªu czasu [0, N1 T ] przebiegi przej-
±ciowe w ukªadzie, zwi¡zane z niezerowym warunkiem pocz¡tkowym, zanikn¦ªy niemal»e do zera
(rysunek III.27). Wówczas warto±ci wska¹ników z niesko«czonym i sko«czonym horyzontem czaso-
wym b¦d¡ zbli»one. Wielko±¢ N2 powinna by¢ z kolei na tyle du»a, by wska¹nik jako±ci J2, obliczony
na przedziale czasu [0, N2 T ] stanowiª dobr¡ ocen¦ wªasno±ci probabilistycznych sygnaªów x i u.
W przeprowadzonych symulacjach komputerowych przyj¦to N1 = N2 = 250. Wska¹nik J1 wy-
znaczany byª w ukªadzie bez zakªóce«, za± J2 � przy ich obecno±ci. Miejsce ich wprowadzenia do
ukªadu pokazane jest na rysunku III.28. Warto±ci obu opisanych wska¹ników jako±ci J1 i J2, wy-
znaczone na podstawie wyników symulacji, dla ukªadu odniesienia oraz czterech opisanych wy»ej
ukªadów rozproszonych, zebrane s¡ w tabeli III.1. Przedstawiono je równie» w postaci wykresów
sªupkowych na rysunku III.29. Warunek pocz¡tkowy w symulacjach, na podstawie których obli-
czano warto±¢ wska¹nika J1, wynosiª x(0) =

[
0.3 1.4

]T
. We wszystkich symulacjach stosowano

ten sam losowy ci¡g opó¹nie« τk oraz identyczny przebieg czasowy zakªóce« z(t). Pozwoliªo to na
przeprowadzenie miarodajnego porównania jako±ci pracy poszczególnych ukªadów. Oba wska¹niki
� zarówno deterministyczny, jak i stochastyczny � wskazuj¡ na podobne relacje jako±ci regulacji
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Rys. III.27: Sposób doboru parametrów N1 i N2 dla obliczenia wska¹ników jako±ci: a) J1 � deter-
ministycznego, b) J2 � stochastycznego.
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Rys. III.28: Miejsce wprowadzenia zakªóce« z(t) do ukªadu regulacji.

Tab. III.1: Jako±¢ regulacji dla ró»nych wariantów sterowania.

Nr Wariant ukªadu sterowania
Warto±¢ wska¹nika jako±ci

J1 � deterministyczny J2 � stochastyczny
1 ukªad odniesienia,

bez sieci telekomunikacyjnej
31.5928 10.6290

2 ukªad ze sterowaniem niezwªocznym,
bez estymacji stanu

80.4093 31.3425

3 ukªad ze sztucznym wydªu»aniem opó¹-
nie«, z estymacj¡ stanu

56.8076 18.5855

4 ukªad ze sterowaniem niezwªocznym,
z prost¡ estymacj¡ stanu

42.3201 14.0498

5 ukªad ze sterowaniem niezwªocznym,
z trójpunktow¡ estymacj¡ stanu

31.5928 10.6290
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Rys. III.29: Jako±¢ regulacji dla ró»nych wariantów sterowania: a) wska¹nik deterministyczny J1, b)
wska¹nik stochastyczny J2 (0 � ukªad odniesienia (bez sieci), 1 � ukªad ze sterowaniem niezwªocz-
nym, bez estymacji, 2 � ukªad z wydªu»aniem opó¹nie«, z estymacj¡ stanu, 3 � ukªad ze sterowaniem
niezwªocznym, z estymacj¡ jednopunktow¡, 4 � ukªad ze sterowaniem niezwªocznym, z estymacj¡
trójpunktow¡).

w poszczególnych ukªadach. Najwy»sza, identyczna jako±¢ uzyskiwana jest w dwóch systemach:
odniesienia oraz z estymacj¡ trójpunktow¡. Równo±¢ wynika z faktu, i» regulator z estymacj¡ trój-
punktow¡ tak dobiera warto±ci sterowa«, by stan obiektu odwzorowywaª warto±ci stanu osi¡gane
w ukªadzie odniesienia. W±ród pozostaªych trzech ukªadów, najlepsza jako±¢ uzyskiwana jest przy
sterowaniu natychmiastowym z estymacj¡ jednopunktow¡, a najgorsza � w przypadku sterowania
natychmiastowego bez estymacji. Najgorszy wynik ukªadu bez estymacji wynika z nieuwzgl¦dniania
w nim opó¹nie« podczas obliczania sterowania. Z kolei przewaga ukªadu z estymacj¡ jednopunktow¡
i sterowaniem natychmiastowym nad ukªadem z estymacj¡ i sztucznym wprowadzaniem opó¹nie«
jest efektem sterowania w pierwszym z wymienionych systemów w oparciu o mniej przeterminowane
dane. Powy»sze wyniki wymagaj¡ komentarza:

1. Oba wska¹niki jako±ci (J1 i J2) wyznaczano wyª¡cznie w oparciu o przebieg stanu x[k] obiektu,
zakªadaj¡c »e sterowanie zwi¡zane jest ze stanem zale»no±ci¡ u[k] = −K x[k]. W rzeczywisto±ci
zwi¡zek ten speªniony jest tylko w ukªadzie odniesienia. W pozostaªych ukªadach sterowanie
mo»e przyjmowa¢ inne warto±ci, a w systemie z estymacj¡ trójpunktow¡ � zmienia¢ si¦ kil-
kukrotnie w ci¡gu okresu próbkowania T . Gdyby fakty te uwzgl¦dni¢ konstruuj¡c wska¹niki
jako±ci, wyniki porównania mogªyby by¢ odmienne.

2. Postacie wzorów opisuj¡cych oba wska¹niki jako±ci � deterministyczny J1 i stochastyczny J2

� s¡ w zasadzie takie same. Ró»ni¡ si¦ tylko warunki, w jakich przeprowadzane s¡ symulacje
przed obliczeniem warto±ci ka»dego z nich (obecno±¢ lub brak zakªóce«, zerowy lub niezerowy
warunek pocz¡tkowy).

3. U»yty regulator K wyznaczony zostaª w oparciu o teori¦ sterowania liniowo-kwadratowego
i jest on optymalny w sensie deterministycznego wska¹nika jako±ci z niesko«czonym horyzon-
tem czasowym, pod warunkiem pracy w ukªadzie odniesienia. Nie wynika st¡d optymalno±¢
tego regulatora w przypadku zastosowania w ukªadzie rozproszonym. Podobnie nie nale»y
oczekiwa¢ jego optymalno±ci w sensie stochastycznego wska¹nika jako±ci. Nale»y o tych fak-
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tach pami¦ta¢, interpretuj¡c wyniki porównania jako±ci regulacji w poszczególnych ukªadach.

III.1.1.9 Jako±ciowe porównanie wªa±ciwo±ci ukªadów

W poprzednim podrozdziale przedstawiono wyniki ilo±ciowego porównania jako±ci regulacji dla czte-
rech omawianych odmian rozproszonego ukªadu regulacji. Obecnie uzupeªnimy to porównanie uwa-
gami o charakterze jako±ciowym, odnosz¡cymi si¦ do kwestii stabilno±ci ukªadów oraz ªatwo±ci prak-
tycznej implementacji przedstawionych rozwi¡za«. Najªatwiejszy w realizacji jest ukªad ze sterowa-
niem bezzwªocznym, bez estymacji stanu. Jedynym elementem taktowanym przez zegar jest w nim
czujnik S. Zalet¡ ukªadu jest natychmiastowa reakcja po otrzymaniu nowej próbki stanu obiektu,
natomiast istotna wada polega na nieuwzgl¦dnieniu opó¹nienia komunikacyjnego przy obliczaniu
sterowania. Utrudnione jest te» analiza oraz zapewnienie stabilno±ci ukªadu. System z wydªu»aniem
opó¹nie« do peªnego okresu próbkowania wymaga u»ycia dwóch zegarów, zainstalowanych w dwóch
ró»nych w¦zªach sieci oraz zapewnienia ich synchronicznej pracy. Zapewnienie stabilno±ci jest ªa-
twe, jednak wprowadzanie dodatkowych opó¹nie« w p¦tli sprz¦»enia przyczynia si¦ do pogorszenia
jako±ci regulacji, zwªaszcza przy obecno±ci zakªóce«. Ukªad ze sterowaniem bezzwªocznym i estyma-
cj¡ jednopunktow¡ nie wprowadza dodatkowych opó¹nie«, a jednocze±nie uwzgl¦dnia te zwi¡zane
z obecno±ci¡ sieci. Jednak � podobnie jak w przypadku systemu bez estymacji � utrudniona jest ana-
liza stabilno±ci ukªadu. Ostatni z badanych wariantów sterowania � bezzwªoczne z estymacj¡ trój-
punktow¡ � ª¡czy w sobie zalety innych rozwi¡za«: sterowanie natychmiast po otrzymaniu danych,
uwzgl¦dnianie opó¹nie« komunikacyjnych, ªatwo±¢ zapewnienia i wykazania stabilno±ci. Istotn¡ jego
wad¡ jest natomiast wyst¦powanie w sygnale steruj¡cym krótkotrwaªych, naprzemiennych �szpilek�
o znacznej amplitudzie (rysunek III.22). W rzeczywistym ukªadzie regulacji, w którym wyst¦puje
zjawisko nasycenia urz¡dzenia wykonawczego (przedziaª dopuszczalnych warto±ci sterowania jest
ograniczony), mogªoby dochodzi¢ do �obcinania� szpilek wyst¦puj¡cych w sygnale steruj¡cym i wi¡-
»¡cego si¦ z tym pogorszenia jako±ci sterowania. Omówione tu wªasno±ci zebrano w tabeli III.2.

III.1.1.10 Opó¹nienie zmienne sygnaªu steruj¡cego, mniejsze od okresu próbkowania

Powy»ej opisano cztery warianty rozproszonego ukªadu sterowania, w których sie¢ komunikacyjna
obecna jest na drodze sygnaªu z czujnika do kompensatora dynamicznego (rysunek III.1). Dwa
spo±ród nich, w odpowiednio zmienionej formie, mog¡ by¢ stosowane tak»e w przypadku, gdy sie¢
telekomunikacyjna wª¡czona jest pomi¦dzy kompensatorem a urz¡dzeniem wykonawczym (rysunek
III.30). S¡ to: system z bezzwªocznym sterowaniem, bez predykcji stanu oraz system z estymacj¡
stanu i sztucznym wydªu»aniem opó¹nie« do peªnego okresu próbkowania. W obu tych ukªadach
do wyznaczania sterowania nie jest bowiem konieczna znajomo±¢ warto±ci opó¹nienia komunikacyj-
nego. W pozostaªych dwóch systemach (ze sterowaniem bezzwªocznym i jednopunktow¡ lub trój-
punktow¡ estymacj¡ stanu) kompensator dokonuje pomiaru opó¹nienia komunikacyjnego τ , a to
jest mo»liwe tylko wówczas, gdy wyst¦puje ono na drodze sygnaªu przed, a nie za kompensatorem.
Formuªy matematyczne opisuj¡ce dziaªanie obu mo»liwych tu do zastosowania algorytmów sterowa-
nia s¡ analogiczne, jak w przypadku systemu rozproszonego z sieci¡ wª¡czon¡ pomi¦dzy czujnikiem
a kompensatorem. Odmienne s¡ natomiast sposoby implementacji oraz zale»no±ci czasowe pomi¦dzy
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Tab. III.2: Wªasno±ci poszczególnych ukªadów regulacji.

Nr Wariant algorytmu
sterowania w
ukªadzie
rozproszonym

Cechy ukªadu regulacji
Potrzeba
synchro-
nizacji
zegarów

Charakter
opó¹nie«
po kom-
pensacji

Uwzgl¦dnianie
opó¹nie« w
algorytmie
regulacji

Zapewnienie
asymptotycznej
stabilno±ci ukªadu

Obecno±¢
�szpilek�
w stero-
waniu

1 sterowanie nie-
zwªoczne, bez
estymacji stanu

nie ma
potrzeby

zmienne brak trudne (ukªad nie-
stacjonarny)

brak

2 sztuczne wydªu»anie
opó¹nie«, estymacja
stanu

konieczna staªe o�-line, przy
projektowaniu
regulatora

ªatwe (ukªad sta-
cjonarny), warunek
λ (Φ− ΓK) ⊂ C¯

brak

3 sterowanie nie-
zwªoczne, jedno-
punktowa estymacja
stanu

konieczna zmienne on-line, w cza-
sie pracy regu-
latora

trudne (ukªad nie-
stacjonarny)

brak

4 sterowanie nie-
zwªoczne, trójpunk-
towa estymacja
stanu

konieczna zmienne on-line, w cza-
sie pracy regu-
latora

ªatwe (ukªad sta-
cjonarny), warunek
λ (Φ− ΓK) ⊂ C¯

obecne

akcjami poszczególnych elementów systemów. Schematy blokowe obu ukªadów regulacji przedsta-
wione s¡ odpowiednio na rysunkach III.30 oraz III.32, za± diagramy czasowe obrazuj¡ce ich prac¦ �
na rysunkach III.31 i III.33. Schemat przedstawiony na rysunku III.30 ró»ni si¦ od schematu z ry-
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Rys. III.30: Schemat blokowy rozproszonego ukªadu regulacji z sieci¡ w torze sterowania (S � czujnik,
C � regulator, A � urz¡dzenie wykonawcze, N � sie¢ telekomunikacyjna, Pc � obiekt regulacji
(z czasem ci¡gªym), Ts � zegar wyzwalaj¡cy akcje czujnika).

sunku III.1 jedynie umiejscowieniem sieci telekomunikacyjnej. Natomiast schematy na rysunkach
III.32 oraz III.7 ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ dodatkowo umiejscowieniem bufora B wydªu»aj¡cego opó¹-
nienia do peªnego okresu próbkowania T . W omawianym obecnie ukªadzie bufor ten umieszczony
jest w pobli»u urz¡dzenia wykonawczego, za sieci¡ telekomunikacyjn¡. Jest on wyzwalany zegarem
Tb, który dla prawidªowego dziaªania ukªadu musi by¢ zsynchronizowany z zegarem Ts. Zegary
te nie s¡ rozdzielone sieci¡ telekomunikacyjn¡, co uªatwia ich synchronizacj¦, je±li tylko odlegªo±¢
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Rys. III.31: Zale»no±ci czasowe mi¦dzy zdarzeniami w ukªadzie regulacji.
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Rys. III.32: Schemat blokowy rozproszonego ukªadu regulacji z buforem wydªu»aj¡cym opó¹nienia
(B � bufor, Tb � zegar wyzwalaj¡cy akcje bufora, Q � pomocnicza kolejka, E � predyktor stanu).
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Rys. III.33: Zale»no±ci czasowe w ukªadzie regulacji.

mi¦dzy urz¡dzeniem wykonawczym a czujnikiem jest niewielka.

III.1.1.11 Opó¹nienia zmienne sygnaªów steruj¡cego i pomiarowego, mniejsze od okresu
próbkowania

Obie metody sterowania, wymienione w poprzednim podrozdziale, mog¡ by¢ stosowane równie»
w przypadku, gdy w tym samym ukªadzie regulacji zarówno sygnaª pomiarowy, jak i steruj¡cy
przesyªane s¡ za po±rednictwem sieci telekomunikacyjnej. Mo»e to by¢ jedna, wspólna sie¢, jak
i dwie odr¦bne. Schematy obu mo»liwych do zastosowania ukªadów sterowania, dla przypadku dwóch
niezale»nych sieci telekomunikacyjnych, przedstawione s¡ odpowiednio na rysunkach III.34 oraz
III.35. Warunkiem stosowalno±ci obu ukªadów jest, by suma opó¹nie« komunikacyjnych w obu
sieciach τN

k = τNS
k + τNA

k w »adnym kroku próbkowania k nie wykroczyªa z przedziaªu [τ , τ ], gdzie
0 < τ < τ < T .

III.1.1.12 Uwagi ko«cowe

W zamieszczonych wy»ej rozwa»aniach zaªo»ono peªn¡ zgodno±¢ obiektu Pc z modelem u»ywanym
do projektowania regulatora oraz do estymacji stanu. Wykorzystano model liniowy w postaci rów-
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Rys. III.34: Schemat ukªadu regulacji z dwiema sieciami telekomunikacyjnymi Ns i Na, ze stero-
waniem natychmiastowym, bez estymacji stanu.
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Rys. III.35: Schemat ukªadu regulacji z dwiema sieciami telekomunikacyjnymi Ns i Na, ze sztucz-
nym wydªu»aniem opó¹nienia i estymacj¡ stanu.

na« stanu. Jednak w praktycznych zastosowaniach nie sposób unikn¡¢ rozbie»no±ci model�obiekt
ze wzgl¦du na nieuchronne bª¦dy identy�kacji oraz fakt, i» zazwyczaj liniowy model stanowi je-
dynie przybli»enie nieliniowego obiektu, u»yteczne w pewnym niewielkim otoczeniu punktu pracy.
Obecno±¢ niezgodno±ci prowadzi zwykle do pogorszenia jako±ci regulacji i mo»e spowodowa¢ utrat¦
stabilno±ci. Problem ten rozwa»any byª w szeregu prac, mi¦dzy innymi [89�91].

III.1.2 Zastosowanie buforów ujednolicaj¡cych opó¹nienia

Powy»ej opisano kilka wariantów rozproszonych ukªadów sterowania, w których opó¹nienia komu-
nikacyjne w sieci (staªe lub zmienne w czasie) nie przekraczaªy pojedynczego okresu próbkowania
T . W trzech spo±ród czterech przypadków cz¦±ciow¡ lub peªn¡ kompensacj¦ wpªywu opó¹nie« osi¡-
gni¦to przez zastosowanie techniki predykcji stanu w oparciu o model obiektu. Stosowanie tego
podej±cia wi¡»e si¦ jednak z trudno±ci¡ wynikaj¡c¡ z konieczno±ci posiadania dokªadnego modelu,
a do tego wymagane jest nieraz przeprowadzenie zªo»onych eksperymentów identy�kacyjnych.

Obecnie przedstawimy metod¦ ujednolicania zmiennych w czasie opó¹nie« (w tym tak»e przekracza-
j¡cych T ) przy pomocy bufora wª¡czonego pomi¦dzy sieci¡ telekomunikacyjn¡ a regulatorem (kom-
pensatorem dynamiczny). Zadaniem bufora jest przechwytywanie pakietów docieraj¡cych z sieci
w nieregularnych odst¦pach czasu i przesyªanie ich dalej w taki sposób, by zmniejszy¢ lub zlikwido-
wa¢ ich wahania. Zmieniony przez jego obecno±¢ charakter opó¹nie« uªatwia zapewnienie stabilno±ci
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i wymaganej jako±ci regulacji. Regulator mo»ne by¢ projektowany prostszymi metodami, po stwier-
dzeniu, »e opó¹nienia s¡ staªe lub wolnozmienne.

W systemach rozproszonych opó¹nieniom towarzysz¡ cz¦sto inne niekorzystne zjawiska, takie jak
gubienie pakietów, dostarczanie ich w innej kolejno±ci, ni» zostaªy wysªane czy kilkakrotne dostar-
czanie (zwielokrotnianie) tych samych danych. Odpowiednio dobrany bufor, wyposa»ony w dodat-
kowe mechanizmy, obok swoistego ��ltrowania� opó¹nie« mo»e zaradzi¢ równie» i tym problemom.
Przykªady podane s¡ w kolejnych podrozdziaªach.

Poni»ej opisano kilka ró»nych wersji buforów, które mo»na zastosowa¢, gdy sie¢ telekomunikacyjna
wª¡czona jest mi¦dzy czujnikiem a regulatorem. Dla ka»dego z prezentowanych typów buforów po-
dano wªasno±ci sieci, dla których mo»e on by¢ u»yty. Dalej zamieszczony jest przykªad zastosowania
jednego z opisywanych buforów, zilustrowany wynikami symulacji komputerowych. Na zako«cze-
nie tego podrozdziaªu podano uwagi dotycz¡ce stabilno±¢ ukªadów regulacji z buforami, a caªo±¢
zamykaj¡ wnioski i uwagi ko«cowe.

Na rysunku III.36 przedstawiono schemat blokowy prostego jednoobwodowego rozproszonego ukªadu
regulacji, w którym sie¢ komunikacyjna N po±redniczy w przesyªaniu danych z czujnika S (wspóª-
pracuj¡cego z obiektem Pc) do regulatora (lub kompensatora dynamicznego) C. Akcja czujnika S
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Rys. III.36: Schematy blokowy rozproszonych ukªadu regulacji bez bufora (Pc � obiekt regulacji
z czasem ci¡gªym, A � urz¡dzenie wykonawcze, S � czujnik, N � sie¢ telekomunikacyjna, C �
regulator (kompensator dynamiczny), Ts � zegar taktuj¡cy czujnik ze staªym okresem T ).

wyzwalana jest zegarem Ts, za± akcje regulatora C i urz¡dzenia wykonawczego A � zdarzeniami.
Sposób dziaªania sieci N zale»y od jej typu i u»ywanego w niej protokoªu transmisyjnego [45, 78].
Dalej zakªada¢ b¦dziemy, »e pojedynczy pakiet sieciowy zawiera w polu danych warto±¢ pojedyn-
czej próbki sygnaªu wyj±ciowego obiektu. Przenoszone w sieci pakiety doznaj¡ zmiennego w czasie
opó¹nienia τN

k . Indeks dolny k ∈ N mo»e by¢ interpretowany zarówno jako numer dyskretnej chwili
czasu tk = k T , jak i numer kolejny pakietu wysªanego przez czujnik do sieci.

W celu ujednolicenia opó¹nie«, mi¦dzy sieci¡ N a regulatorem C mo»na wª¡czy¢ bufor B, jak na
rysunku III.37. Jego zadaniem jest przechwytywanie pakietów docieraj¡cych z sieci ze zmiennym
opó¹nieniem τN

k i uwalnianie ich w regularniejszych odst¦pach czasu. Wi¡»e si¦ to z wprowadzaniem
dodatkowego, lecz kontrolowanego opó¹nienia w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego. Sposób wyzwalania ak-
cji bufora zale»y od jego typu i mo»e by¢ mniej lub bardziej skomplikowany (na przykªad kombinacja
inicjowania zegarem i zdarzeniami). Rysunek III.38 przedstawia zale»no±ci czasowe w ukªadzie po-
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Rys. III.37: Schematy blokowy rozproszonych ukªadu regulacji z buforem ujednolicaj¡cym opó¹nie-
nia (B � bufor, Tb � zegar taktuj¡cy bufor).

kazanym na rysunku III.37. Oto obja±nienia oznacze« z rysunku III.38:
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Rys. III.38: Zale»no±ci czasowe w rozproszonym ukªadzie regulacji.

δk � odst¦p czasu mi¦dzy uwolnieniem z bufora B k-tego i (k + 1)-go pakietu
tSk � chwila czasu, w której k-ty pakiet opuszcza czujnik S i tra�a do sieci N
tNk � chwila czasu, w której k-ty pakiet opuszcza sie¢ N i dociera do bufora B
tBk � chwila czasu, w której k-ty pakiet opuszcza bufor B i dociera do regulatora C
τN
k � opó¹nienie, jakiego doznaje w sieci N k-ty pakiet

τB
k � opó¹nienie, jakiego doznaje w buforze B k-ty pakiet

τk � caªkowite opó¹nienie, jakiego k-ty pakiet doznaje podczas przesyªu przez sie¢ N i bufor B
T � okres, z jakim czujnik S wysyªa pakietu do sieci N
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Pomi¦dzy wymienionymi wy»ej wielko±ciami zachodz¡ nast¦puj¡ce relacje

tB0 = τ0 + tS0

tNk = tSk + τN
k , tBk = tNk + τB

k

τk = τN
k + τB

k , tBk = tSk + τk, tSk = k T

δk = tBk+1 − tBk , δk = T + τk+1 − τk

δk = T + τN
k+1 + τB

k+1 − τN
k − τB

k

W kolejnych sekcjach opisano kilka ró»ni¡cych si¦ mi¦dzy sob¡ rozwi¡za« bufora B (oznaczonych
symbolami od B1 do B5) i wskazano, w jakich warunkach mog¡ one by¢ u»yte.

III.1.2.1 Bufor typu B1

Pierwszy, najprostszy typ bufora mo»na stosowa¢, je±li sie¢ komunikacyjna obecna w ukªadzie re-
gulacji ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. Pakiety nie s¡ gubione ani dublowane.

2. Pakiety opuszczaj¡ sie¢ w kolejno±ci, w jakiej zostaªy do niej dostarczone.

3. Opó¹nienie w przesyle pakietów jest zmienne, ale ograniczone z góry. Warto±¢ ograniczenia
górnego jest znana na etapie projektowania bufora.

Zasad¦ dziaªania bufora mo»na opisa¢ w kilku punktach:

1. Pakiety opuszczaj¡ bufor B w takiej samej kolejno±ci, w jakiej docieraj¡ do niego z sieci; bufor
jest wi¦c kolejk¡ FIFO (First-In, First-Out).

2. Odst¦p czasowy δk mi¦dzy uwalnianiem kolejnych pakietów z bufora B jest równy okresowi
T , z jakim pakiety s¡ wysyªane do sieci przez czujnik S
δk = T, k ∈ {0, 1, 2, . . .}

3. Uwalnianie pakietów z bufora B rozpoczyna si¦ z odst¦pem τ0 w stosunku do rozpocz¦cia
wysyªania pakietów przez czujnik S do sieci N. Odst¦p τ0 nie mo»e by¢ mniejszy od najwi¦k-
szego mo»liwego opó¹nienia sieci
τ0 > τN = sup

k∈N
τN
k

Do realizacji wymogu z punktu 3 konieczna jest synchronizacja zegarów Ts i Tb, steruj¡cych prac¡
czujnika i bufora oraz znajomo±¢ górnego ograniczenia τN opó¹nienia sieci. Synchronizacja musi
by¢ zachowana podczas caªego czasu pracy ukªadu. Opisany bufor uwalnia pakiety w staªych odst¦-
pach czasu, równych okresowi próbkowania T przez czujnik, lecz ze staªym w stosunku do czujnika
przesuni¦ciem czasowym τk = τ0, k ∈ N, dobranym tak, by nie byªo ono mniejsze od najwi¦k-
szego mo»liwego opó¹nienia w sieci. Schemat omówionego bufora przedstawiony jest na rysunku
III.39. Rysunek III.40 pokazuje uzyskane symulacyjnie przebiegi czasowe opó¹nie« pakietów opusz-
czaj¡cych sie¢ (kolor szary) oraz pakietów opuszczaj¡cych bufor (kolor czarny). Przebieg III.40b
odpowiada przypadkowi niedoszacowania górnego ograniczenia opó¹nie« (τ0 < τN ). W miejscach,
gdzie szary kolor przewy»sza czarny, pakiety z sieci nie docieraj¡ na czas. Przedstawione na wy-
kresach opó¹nienie τN ma dwie skªadowe: wolno- i szybkozmienn¡. Przebieg pierwszej z nich jest
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Rys. III.39: Zasada dziaªania bufora typu B1 w sieciowym ukªadzie regulacji.
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Rys. III.40: Przykªadowe przebiegi czasowe opó¹nie« w ukªadzie regulacji z buforem B1 (kolor szary
� τN , kolor czarny � τ).

przesuni¦ty o 0.1 w dóª w stosunku do górnej obwiedni wykresu z rysunku III.40b, za± druga ma
rozkªad losowy jednostajny na przedziale [−0.1, 0.1].

III.1.2.2 Bufor typu B2

Bufor opisany w poprzednim podrozdziale ma dwie zasadnicze wady:

• wymaga synchronizacji zegarów steruj¡cych prac¡ czujnika S i bufora B,

• wymaga znajomo±ci górnego ograniczenia opó¹nienia sieci τN .

Od wad tych wolny jest bufor, którego zasad¦ dziaªania opisano poni»ej. Mo»e on znale¹¢ zasto-
sowanie w przypadku sieci o podobnych jak poprzednio wªasno±ciach, z jednym wyj¡tkiem � nie
jest konieczna znajomo±¢ górnego ograniczenia opó¹nienia. Oto wªasno±ci sieci komunikacyjnej, dla
której wªa±ciwy jest opisywany obecnie bufor:

1. Pakiety nie s¡ gubione ani dublowane.

2. Pakiety opuszczaj¡ sie¢ w kolejno±ci, w jakiej zostaªy do niej wprowadzone.

3. Opó¹nienie w przesyle pakietów przez sie¢ jest zmienne, ale ograniczone z góry. Znajomo±¢
górnego ograniczenia nie jest jednak wymagana na etapie projektowania bufora.
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Zasada dziaªania bufora:

1. Pakiety opuszczaj¡ bufor w takiej samej kolejno±ci, w jakiej docieraj¡ do niego z sieci; bufor
jest wi¦c kolejk¡ FIFO.

2. Je±li bufor nie jest pusty, odst¦p czasowy δk mi¦dzy uwalnianiem kolejnych pakietów z bufora
B jest równy okresowi T , z jakim pakiety s¡ wysyªane do sieci przez czujnik S
δk = T

3. Je±li bufor B jest pusty, a upªyn¡ª ju» okres T od chwili wysªania poprzedniego pakietu, odst¦p
czasowy do wysªania nast¦pnego pakietu jest jednorazowo wydªu»any do chwili, gdy do bufora
dotrze nowy pakiet z sieci
δk = max

{
T, tNk+1 − tBk

}

4. Pierwszy pakiet, który dotrze do bufora od chwili jego uruchomienia, jest uwalniany bez-
zwªocznie.

BuforB2, w odró»nieniu odB1, nie wymaga synchronizacji chwili startu zegarówTs iTb. Rysunek
III.41 przedstawia przykªadowe przebiegi czasowe opó¹nie« w ukªadzie z opisanym buforem, który
w trakcie pracy �uczy si¦� maksymalnego opó¹nienia sieci.
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Rys. III.41: Przykªadowe przebiegi czasowe opó¹nie« w ukªadzie z buforem typu B2 (kolor szary �
τN , kolor czarny � τ).

III.1.2.3 Bufor typu B3

Bufor B1 utrzymuje na wyj±ciu staªe, zaªo»one na etapie projektowania opó¹nienie � nawet w przy-
padku, gdy rzeczywiste opó¹nienie sieci jest mniejsze. Bufor B2 dopasowuje si¦ do rzeczywistego
opó¹nienia w sieci, jednak tylko w jedn¡ stron¦ � opó¹nienie na jego wyj±ciu mo»e wyª¡cznie rosn¡¢.
Nawet je±li na skutek zmiany warunków pracy opó¹nienie wnoszone przez sie¢ w ukªadzie z buforem
B2 zmaleje, τk w kolejnych okresach próbkowania pozostanie bez zmian. Niedogodno±¢ t¦ mo»na
wyeliminowa¢, stosuj¡c inny, opisany poni»ej typ bufora. Oto wªasno±ci sieci komunikacyjnej, dla
której ma on zastosowanie:

1. Sporadycznie pakiety mog¡ by¢ gubione, dublowane lub docieraj¡ niechronologicznie.

2. Opó¹nienie w przesyle pakietów posiada dwie skªadowe: wolnozmienn¡ oraz szybkozmienn¡ �
obie o ograniczonych amplitudach.
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Wyj¡tek od zaªo»enia o ograniczonej amplitudzie stanowi zdarzenie zgubienia pakietu, gdy opó¹-
nienie staje si¦ niesko«czone. Zasad¦ dziaªania bufora mo»na przedstawi¢ w kilku punktach:

1. Bufor B, odebrawszy nowy pakiet, sortuje swoj¡ zawarto±¢ wedªug kolejno±ci wysyªania pakie-
tów przez czujnik S. By sortowanie byªo mo»liwe, czujnik S musi w ka»dym pakiecie przesyªa¢,
prócz wªa±ciwych danych, tak»e jego numer kolejny (znakowanie pakietów).

2. Je±li otrzymany pakiet jest starszy ni» ten, który jako ostatni opu±ciª bufor lub te» poprzednia
kopia otrzymanego pakietu znajduje si¦ ju» w buforze, to jest on odrzucany. By speªni¢ ten
wymóg, bufor musi posiada¢ pami¦¢ numeru ostatnio wysªanego pakietu.

3. Je±li bufor nie jest pusty, odst¦p czasowy δk mi¦dzy uwalnianiem kolejnych pakietów z bufora
B jest nieco mniejszy ni» okres T , z jakim pakiety s¡ wysyªane do sieci przez czujnik S
δk = (1− α) T, α > 0, α ≈ 0

4. Je±li bufor B jest pusty przez czas równy (1 − α) T od wysªania ostatniego pakietu, odst¦p
czasowy do wysªania nast¦pnego pakietu jest jednorazowo wydªu»any do chwili, gdy do bufora
dotrze nowy pakiet z sieci
δk = max

{
(1− α) T, tNm − tBk

}
, m > k

5. Pierwszy pakiet, który dotrze do bufora od chwili jego uruchomienia, jest uwalniany bez-
zwªocznie.

Dla realizacji punktu 1 konieczne jest, by czujnik S wysyªaª razem z ka»dym pakietem jego numer
kolejny. Punkt 2 wymaga pami¦tania przez bufor numeru ostatnio uwolnionego pakietu. Przedsta-
wiony bufor dopasowuje si¦ zarówno do przypadku wzrastaj¡cego, jak i malej¡cego opó¹nienia. Je±li
opó¹nienie wzrasta, reakcja bufora jest natychmiastowa � musi on czeka¢ na docieraj¡ce pakiety.
Je±li maleje � jej szybko±¢ zale»y od warto±ci parametru α. Je±li chwilowy okres, z jakim pakiety
docieraj¡c z sieci, jest mniejszy ni» (1 − α) T , przez pewien czas bufor stopniowo si¦ wypeªnia.
Warto±¢ α wpªywa tak»e na wygªadzenie przebiegu opó¹nienia za buforem. Im α bli»sze zeru, tym
gªadszy przebieg opó¹nienia wypadkowego τk, ale te» tym wolniejsza reakcja bufora na malej¡ce
opó¹nienie. Schemat fragmentu ukªadu regulacji z opisanym buforem pokazano na rysunku III.42,
za± przykªadowe przebiegi czasowe opó¹nie« dla trzech ró»nych warto±ci parametru α przedstawiaj¡
rysunki III.43a, b oraz c. Zbyt du»a warto±¢ parametru α powoduje znaczne wahania opó¹nienia
na wyj±ciu bufora (rysunek III.43c), za± zbyt maªa � nienad¡»anie bufora za szybkimi zmianami
opó¹nie« sieci (rysunek III.43b).

III.1.2.4 Bufor typu B4

W przypadku sieci, w której szybkozmienna skªadowa opó¹nienia ma znaczn¡ amplitud¦ w stosunku
do skªadowej wolnozmiennej, stosowanie bufora B3 jest niewskazane. Je±li bowiem w sieci wyst¡pi
pojedyncze, wyra¹nie wi¦ksze od pozostaªych opó¹nienie, bufor �dostroi� si¦ do niego, opó¹niaj¡c
znacznie kolejne, nadchodz¡ce bezpo±rednio potem pakiety. W takim przypadku korzystniejsze mo»e
by¢ nieczekanie na nadmiernie opó¹niony pakiet, pomini¦cie go i poinformowanie o tym fakcie od-
biorcy (którym jest regulator C). W rozwi¡zaniu tym zakªada si¦ mniejsz¡ od jedno±ci stop¦ p

pakietów, które dotr¡ na czas do bufora. Pozostaªe pakiety, docieraj¡ce zbyt pó¹no, s¡ odrzucane.
Istnieje tu konieczno±¢ przyj¦cia kompromisu przy doborze zaªo»onej stopy otrzymanych pakietów:
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Rys. III.42: Zasada dziaªania ukªadu regulacji z buforem typu B3.
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Rys. III.43: Przykªadowe przebiegi czasowe opó¹nie« w ukªadzie z buforem B3: a) α = 0.003, b)
α = 0.0005, c) α = 0.04 (kolor szary � τN , kolor czarny � τ).
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im mniejsza, tym ubo»sza otrzymywana informacja (zgubione pakiety), ale jednocze±nie bardziej ak-
tualna (mniejsze opó¹nienie). Poni»ej przedstawiono dziaªaj¡cy w ten wªa±nie sposób bufor. W jego
opisie wyst¦puje funkcja ϕk. Informuje ona czy k-ty pakiet dotarª na czas do bufora i zostaª prze-
sªany dalej do kompensatora (warto±¢ 1), czy te» spó¹niª si¦ nadmiernie i zamiast niego wysªano
informacj¦ o jego braku (warto±¢ 0)

ϕk =





1, tBk > tNk

0, tBk < tNk

Wªasno±ci sieci, dla której mo»na zastosowa¢ omawiany bufor, s¡ nast¦puj¡ce:

1. Wolnozmienne opó¹nienia o ograniczonej amplitudzie z szybkozmiennymi wahaniami o znacz-
nej, równie» ograniczonej amplitudzie.

2. Pakiety nie s¡ dublowane ani gubione.

3. Pakiety opuszczaj¡ sie¢ N w takiej samej kolejno±ci, w jakiej s¡ do niej wysyªane przez czuj-
nik S.

Algorytm dziaªania bufora B jest nast¦puj¡cy:

1. Odst¦p czasu δk pomi¦dzy uwolnieniem k-tego oraz (k + 1)-go pakietu wyliczany jest wedªug
wzoru

δk = T + α T (p− ϕk) (III.47)

gdzie:
T � okres wysyªania pakietów w sie¢ przez czujnik (okres próbkowania)
α � wspóªczynnik decyduj¡cy o szybko±ci zmian opó¹nienia (α > 0, α ≈ 0)
p � zaªo»ony udziaª pakietów, które dotr¡ do bufora na czas (p ∈ (0, 1))

ϕk � informacja, czy k-ty pakiet dotarª na czas (1), czy nie (0)

2. Je±li w chwili, w której bufor powinien uwolni¢ nast¦pny pakiet, jest on pusty, zamiast braku-
j¡cego pakietu, który nie dotarª na czas, wysyªana jest odpowiednia informacja o niedotarciu
pakietu. Nie jest wprowadzane dodatkowe opó¹nienie.

3. Pierwszy pakiet, który dotrze do bufora od chwili jego uruchomienia, jest uwalniany bez-
zwªocznie.

Interpretacja wzoru (III.47) jest nast¦puj¡ca. Je±li poprzedni pakiet nie dotarª na czas, nale»y
nieco (o warto±¢ równ¡ α T ) opó¹ni¢ prób¦ wysªania nast¦pnego pakietu. Je±li poprzedni pakiet
nie spó¹niª si¦, odst¦p ten nale»y nieco skróci¢ w stosunku do okresu próbkowania T . Opó¹nienie
pakietu opuszczaj¡cego bufor w k + 1-szym kroku wyra»a si¦ formuª¡

τk+1 = tBk+1 − tSk+1

Odjemna i odjemnik po prawej stronie w powy»szym wzorze dane s¡ wzorami

tSk+1 =
k∑

j=0

T = (k + 1) T, tBk+1 =
k∑

j=0

δk
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St¡d

τk+1 =
k∑

j=0

δk − (k + 1) T

Po uwzgl¦dnieniu wzoru (III.47) otrzymujemy

τk+1 = α T

k∑

j=0

(p− ϕj)

Ostatni wzór wskazuje na �caªkuj¡cy� charakter zastosowanego algorytmu steruj¡cego prac¡ bufora.
Opó¹nienie w (k + 1)-szym kroku wyra»a si¦ bowiem sum¡ skªadników zale»nych od ϕj z wszystkich
poprzednich kroków. Je±li ±rednia warto±¢ ϕ jest równa zaªo»onemu udziaªowi p przeterminowa-
nych pakietów, to ±rednia warto±¢ opó¹nienia τ pozostanie staªa. Je±li natomiast, na skutek zmian
wªasno±ci sieci, ±rednia warto±¢ ϕ spadnie poni»ej lub przekroczy p, nast¡pi odpowiednio systema-
tyczny (±rednio) wzrost lub spadek τ . Rysunek III.44 przedstawia przykªadowe przebiegi czasowe
opó¹nie« w ukªadzie z buforem typu B4 dla ró»nych warto±ci parametrów α i p. Rysunki III.44c
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Rys. III.44: Przebiegi czasowe opó¹nie« w ukªadzie z buforem typu B4: a) α = 0.2, p = 0.9, b)
α = 0.002, p = 0.9, c) α = 0.05, p = 0.3, d) α = 0.05, p = 0.9 (kolor szary � τN , kolor czarny � τ).

i III.44d uwidaczniaj¡ wpªyw parametru p na przebiegi opó¹nienia. Wraz ze wzrostem p rosn¡ rów-
nie» opó¹nienia na wyj±ciu bufora. Rysunki III.44a, III.44b i III.44c pokazuj¡ wpªyw parametru α
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na dziaªanie ukªadu. Zbyt du»a warto±¢ α wywoªuje znaczne wahania wypadkowego opó¹nienia τk

(rysunek III.44a). Zbyt maªa warto±¢ α spowalnia reakcj¦ bufora na zmian¦ opó¹nie« sieciowych τN
k

(rysunek III.44b).

III.1.2.5 Bufor typu B5

Je±li w sieci opisanej w poprzednim podrozdziale zdarza si¦ sporadyczne dublowanie, gubienie i nie-
chronologiczne dostarczanie pakietów, nale»y nieco zmody�kowa¢ algorytm dziaªania bufora. Musi
on by¢ zdolny do sortowania zgromadzonych pakietów wedªug kolejno±ci wysªania przez czujnik
oraz do odrzucania duplikatów ju» otrzymanych pakietów. W tym celu konieczne jest, by czujnik
S dodawaª do ka»dego wysyªanego pakietu jego numer kolejny, a bufor B pami¦taª numer ostat-
nio uwolnionego przez siebie pakietu. Poni»ej wyliczono wªasno±ci sieci, w której ma zastosowanie
opisywany bufor:

1. Wolnozmienne opó¹nienia o ograniczonej amplitudzie ze znacznymi szybkozmiennymi waha-
niami o nieograniczonej amplitudzie.

2. Sporadyczne dublowanie, gubienie i niechronologiczne dostarczanie pakietów.

Zasada dziaªania bufora B5 jest nast¦puj¡ca:

1. Odst¦p czasu δk pomi¦dzy uwolnieniem k-tego oraz nast¦pnego pakietu wyliczany jest wedªug
wzoru
δk = T + α T (p− ϕk)

gdzie:
T � okres wysyªania pakietów w sie¢ przez czujnik
α � wspóªczynnik decyduj¡cy o szybko±ci zmian opó¹nienia
p � zaªo»ony udziaª pakietów, które dotr¡ do bufora na czas
ϕk � informacja, czy k-ty pakiet dotarª na czas (1), czy nie (0)

2. Je±li bufor jest pusty, zamiast brakuj¡cego pakietu, który nie dotarª, uwalniana jest informacja
o niedotarciu pakietu na czas. Nie jest wprowadzane dodatkowe opó¹nienie.

3. Wysyªane przez czujnik S pakiety otrzymuj¡ kolejne numery. Bufor B, odebrawszy nowy
pakiet, sortuje swoj¡ zawarto±¢ wedªug numerów zgromadzonych w nim pakietów.

4. Je±li otrzymany pakiet jest starszy ni» ten, który ostatnio opu±ciª bufor, lub wcze±niejsza kopia
otrzymanego pakietu jest ju» w buforze, to jest on odrzucany.

5. Pierwszy pakiet, który dotrze do bufora od chwili jego uruchomienia, jest uwalniany bez-
zwªocznie.

Zasada dziaªania opisanego bufora przedstawiona jest schematycznie na rysunku III.45.

Niektóre wªasno±ci opisanych wy»ej buforów ró»nych typów zebrano dla porównania w tabeli III.3.

Przykªad III.5

Skuteczno±¢ jednego z opisanych wy»ej buforów sprawdzona zostaªa symulacyjnie. Wykorzystano
w tym celu pakiet oblicze« numerycznych MATLAB i specjalnie do tego celu napisany M-plik skryp-
towy. Porównano dziaªanie dwóch ukªadów regulacji, podobnych do tych z rysunków III.36 i III.37,
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Rys. III.45: Zasada dziaªania bufora typu B5 w rozproszonym ukªadzie regulacji.

Tab. III.3: Wªa±ciwo±ci buforów.

Typ bufora Sposób wyzwalania
bufora

Numerowanie
pakietów

Synchronizacja zegarów czujnika
i bufora (Ts i Tb)

B1 tylko zegarem zb¦dne wymagana dokªadna zgodno±¢
okresów i faz pocz¡tkowych

B2 zegarem i/lub zda-
rzeniami

zb¦dne wymagana dokªadna zgodno±¢
okresów

B3 zegarem i/lub zda-
rzeniami

konieczne wymagana przybli»ona zgodno±¢
okresów

B4 zasadniczo zegarem
z korekt¡ od zdarze«

zb¦dne wymagana przybli»ona zgodno±¢
okresów

B5 zasadniczo zegarem
z korekt¡ od zdarze«

konieczne wymagana przybli»ona zgodno±¢
okresów

z buforem typu B2 (opisanym w podrozdziale III.1.2.2) i bez bufora. W obu ukªadach przyj¦to, »e
czujnik S taktowany jest zegarem o okresie T , za± akcje regulatora C i urz¡dzenia wykonawczego A
wyzwalane s¡ zdarzeniami polegaj¡cymi na dotarciu pakietu danych. Zaªo»ono, »e czujnik realizuje
operacj¦ próbkowania, za± urz¡dzenie wykonawcze � zadanie ekstrapolacji zerowego rz¦du. Ró»nica
mi¦dzy ukªadami przedstawionymi na rysunkach III.36 i III.37 i ukªadami wykorzystanymi w symu-
lacjach komputerowych polegaªa na dodaniu bezpo±rednio przed regulatorem C w¦zªa sumacyjnego,
porównuj¡cego sygnaª wyj±ciowy obiektu z warto±ci¡ zadan¡. W rozpatrywanym przykªadzie okres
próbkowania wynosiª T = 2 [s]. Opó¹nienie τN

k wnoszone przez sie¢ miaªo rozkªad jednostajny na
przedziale [0, 2]. Jego warto±¢ oczekiwana (±rednia) wynosiªa 1 i byªa równa poªowie okresu prób-
kowania T , za± warto±¢ maksymalna równaªa si¦ okresowi próbkowania T . Regulator C wyznaczono
metod¡ lokowania biegunów, zakªadaj¡c staª¡ warto±¢ opó¹nie« komunikacyjnych wnoszonych przez
sie¢. Obliczenia przeprowadzono dwukrotnie, przyjmuj¡c odpowiednio warto±¢ ±redni¡ oraz maksy-
maln¡ τN

k . Poni»ej podany jest sposób doboru nastaw regulatora, a dalej zamieszczone s¡ wyniki
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symulacji komputerowych.

Niech obiekt Pc opisany b¦dzie równaniami stanu z czasem ci¡gªym

ẋ(t) = Ā x(t) + B̄ u(t) (III.48a)

y(t) = C̄ x(t) (III.48b)

gdzie

Ā =

[
0 1

0 0

]
, B̄ =

[
0

1

]
, C̄ =

[
1 0

]

Podanym wy»ej równaniom stanu odpowiada transmitancja z czasem ci¡gªym

P̄ (s) =
1
s2

a jej z kolei � transmitancja z czasem dyskretnym

P0[z] = Pτ [z]
∣∣∣
τ=0

=
T 2 (z + 1)
2 (z − 1)2

=
2 (z + 1)
(z − 1)2

=
2 z + 2

z2 − 2 z + 1

reprezentuj¡ca obiekt Pc uzupeªniony o pracuj¡ce synchronicznie elementy S i A. W ukªadzie
regulacji przedstawionym na rysunku III.37 synchronizacja taka ma miejsce tylko wówczas, gdy
caªkowite opó¹nienie τk jest staªe i równe zeru. Fakt ten podkre±lono, umieszczaj¡c zero w indeksie
dolnym w oznaczeniu P0[z].

Staªe opó¹nienie τk ≡ 2, które jest równe okresowi próbkowania T , mo»na ªatwo uwzgl¦dni¢ w trans-
mitancji dyskretnej P2[z], dodaj¡c jeden zerowy biegun do transmitancji P0[z], obowi¡zuj¡cej dla
przypadku bez opó¹nienia [46]

P2[z] = Pτ [z]
∣∣∣
τ=T

=
1
z

P0[z] =
2 z + 2

z3 − 2 z2 + z
(III.49)

Uwzgl¦dnienie staªego opó¹nienia τ ≡ 1, równego poªowie okresu próbkowania, wymaga skorzystania
ze zmody�kowanego przeksztaªcenia Z [43], a jego wynik dany jest wzorem

P1[z] = Pτ [z]
∣∣∣
τ=1

=
T 2

2

(
m2

z − 1
+

2m + 1
(z − 1)2

+
2

(z − 1)3

)
=

z2 + 6 z + 1
2 z (z − 1)2

=
z2 + 6 z + 1

2 z3 − 4 z2 + 2 z
(III.50)

gdzie parametr m ∈ (0, 1) okre±la relacj¦ mi¦dzy opó¹nieniem τ a okresem próbkowania T

m = 1− τ

T
=

1
2

Dyskretne regulatory C1[z] i C2[z] dla obiektów opisanych transmitancjami P1[z] i P2[z] wyznaczono
metod¡ lokowania biegunów [97]. W obu przypadkach wielokrotny biegun transmitancji zamkni¦tych
ukªadów regulacji z obiektami (III.50) i (III.49) byª równy 0.6. Szczegóªowe obliczenia zamieszczone
s¡ w dodatku D.2. Ich wyniki s¡ nast¦puj¡ce

C1[z] =
−0.12864 z2 + 0.28672 z − 0.15552

z2 − 0.93568 z + 0.9712

C2[z] =
−0.01072 z2 + 0.05216 z − 0.03888

z2 − z + 0.62144
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Transmitancje zamkni¦tych ukªadów regulacji z podanymi wy»ej regulatorami dane s¡ wzorami

G1[z] =
−0.06432 z4 − 0.24256 z3 + 0.71808 z2 − 0.3232 z − 0.07776

z5 − 3 z4 + 3.6 z3 − 2.16 z2 + 0.648 z − 0.07776

G2[z] =
−0.02144 z3 + 0.08288 z2 + 0.02656 z − 0.07776
z5 − 3 z4 + 3.6 z3 − 2.16 z2 + 0.648 z − 0.07776

Rysunek III.46 przedstawia przebiegi czasowe spróbkowanego stanu obiektu (III.48a), (III.48b) w od-
powiedzi na skok jednostkowy warto±ci zadanej w ukªadzie bez bufora, w którym pracuje regulator
C1[z]. Na rysunku III.47 zamieszczono przebiegi uzyskane w przypadku u»ycia regulatora C2[z],
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Rys. III.46: Przebiegi czasowe sygnaªu wyj±ciowego obiektu w ukªadzie bez bufora i z regulatorem
C1[z] (x1 � linia ci¡gªa, x2 � linia przerywana).

równie» bez bufora. Wreszcie rysunek III.48 odpowiada regulatorowi C2[z], zastosowanemu ª¡cznie
z buforem typu B2. Dla ka»dego przypadku zamieszczono cztery ró»ne przebiegi, uzyskane dla ró»-
nych losowych sekwencji opó¹nie« komunikacyjnych w sieci. Jak wida¢ z wykresów, u»ycie bufora
zwi¦ksza przede wszystkim powtarzalno±¢ przebiegów, a w wi¦kszo±ci przypadków zmniejsza czas
regulacji i warto±¢ przeregulowania. Ze wzgl¦du na czytelno±¢ wykresów, zrezygnowano z liczbowego
wyra»ania wska¹ników jako±ci regulacji.

III.1.2.6 Stabilno±¢ ukªadów regulacji z buforami

Zachowanie stabilno±ci ukªadu regulacji zawsze stanowi nadrz¦dny cel podczas projektowania regu-
latora. Wprowadzenie bufora w p¦tl¦ sprz¦»enia zwrotnego zmienia wªasno±ci dynamiczne caªego
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Rys. III.47: Przebiegi czasowe sygnaªu wyj±ciowego obiektu w ukªadzie bez bufora i z regulatorem
C2[z] (x1 � linia ci¡gªa, x2 � linia przerywana).

systemu i mo»e b¡d¹ pogorszy¢, b¡d¹ polepszy¢ warunki stabilno±ci. Wpªywu bufora na system
regulacji zale»y nie tylko od jego typu, ale te» od wªasno±ci sieci transmisji danych, wprowadzaj¡cej
opó¹nienia.

Bufor B1 czyni wypadkowe opó¹nienie τk staªym. Jest to sytuacja najªatwiejsza do analizy, zwªasz-
cza wówczas, gdy uzyskane opó¹nienie jest wielokrotno±ci¡ okresu próbkowania [46]. Dla pozostaªych
buforów, wypadkowe opó¹nienia zmieniaj¡ si¦ zazwyczaj w sposób przypadkowy. W niektórych przy-
padkach mo»na jednak zaªo»y¢, »e staj¡ si¦ one wolnozmienne w porównaniu z szybko±ci¡ dynamiki
obiektu (zwªaszcza w ukªadach z buforem typu B4 lub B5). Wówczas do zapewnienia stabilno-
±ci mo»na wykorzysta¢ metody stosowane dla ukªadów o niepewnych parametrach [8, 16, 17, 28].
W ukªadach z buforami B4 i B5 dopuszczalne jest gubienie pakietów. Kwestia stabilno±ci takich
systemów poruszona jest w pracy [142].

W przypadku bufora B2, wypadkowe opó¹nienie mo»e z czasem jedynie rosn¡¢. Zaªó»my, »e opó¹-
nienia wprowadzane przez sie¢ s¡ ograniczone z góry. Niech w kolejnych krokach b¦d¡ one losowo
niezale»ne i opisane rozkªadem jednostajnym. W takim przypadku wypadkowe opó¹nienie wzrasta
w sposób znacz¡cy jedynie na pewnym sko«czonym odcinku czasu. Po jego upªyni¦ciu jest ono
niemal staªe i stabilno±¢ mo»e by¢ badana przy zaªo»eniu jego staªo±ci.

W ukªadzie z buforem B3 wypadkowe opó¹nienie zmienia si¦ ustawicznie w czasie, równie» po po-
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Rys. III.48: Przebiegi czasowe sygnaªu wyj±ciowego obiektu w ukªadzie z buforemB2 i z regulatorem
C2[z] (x1 � linia ci¡gªa, x2 � linia przerywana).

cz¡tkowym gwaªtownym skoku, jednak jego wahania s¡ mniejsze od waha« opó¹nie« sieciowych.
Fakt ten mo»e sprawi¢, »e wyniki badania stabilno±ci metodami stochastycznymi b¦d¡ mniej zacho-
wawcze.

III.1.2.7 Uwagi ko«cowe

Opisane powy»ej rozwi¡zania ukªadów regulacji z buforami ujednolicaj¡cymi opó¹nienia nie maj¡
charakteru uniwersalnego. Mo»na je stosowa¢ jedynie w przypadku sieci telekomunikacyjnych o okre-
±lonych wªasno±ciach. U»ycie buforów to tylko jeden z wielu sposobów radzenia sobie z problemem
zmienno±ci opó¹nie« transmisyjnych. Zaprezentowane metody nadaj¡ si¦ dobrze do dwóch przypad-
ków: gdy regulator zaprojektowano przy zaªo»eniu staªych opó¹nie«, a sie¢ wprowadza opó¹nienia
zmienne, b¡d¹ te» je±li na etapie projektowania zaªo»ono ich wolnozmienno±¢, a w rzeczywisto±ci
podlegaj¡ one szybkim wahaniom. Mog¡ by¢ równie» przydatne, gdy model procesu nie jest zbyt
dobrej jako±ci. Zalety buforów mog¡ si¦ uwidoczni¢ zwªaszcza we wspóªpracy z regulatorami adap-
tacyjnymi, które dostosowuj¡ si¦ do zmiennych opó¹nie« [122]. Praktyczna implementacja przedsta-
wionych buforów jest stosunkowo prosta, gdy» ich algorytmy nie wymagaj¡ prowadzenia zªo»onych
oblicze«. Najwi¦ksz¡ trudno±¢ mo»e sprawia¢ wyst¦puj¡ca w niektórych buforach konieczno±¢ syn-
chronizacji zegarów oraz sortowania zawarto±ci. O typie bufora, który nale»aªoby u»y¢ w danym
przypadku, decyduje przede wszystkim rodzaj sieci oraz jej wªa±ciwo±ci. Przybli»one wskazówki
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Tab. III.4: Typy sieci i zalecane dla nich typu buforów.

Sie¢ lub
protokóª

Zalecany
bufor

Komentarz

ControlNet B1 W sieci ControlNet harmonogram transmisji ustalany jest w sposób
statyczny, na etapie kon�gurowania systemu. Znany jest zatem mak-
symalny odst¦p czasowy mi¦dzy dwiema kolejnymi transmisjami inte-
resuj¡cego sygnaªu, a opó¹nienie transmisji nigdy go nie przekracza.
W takim przypadku odpowiednim rozwi¡zaniem jest bufor B1, na-
strojony na maksymaln¡ mo»liw¡ warto±¢ opó¹nienia.

CAN B2, B3 W prawidªowo zaprojektowanym systemie z sieci¡ CAN maksymalne
opó¹nienie jest ograniczone z góry, jednak niekoniecznie znane na eta-
pie projektowania sieci. Co wi¦cej, mo»e ono ulec natychmiastowej
zmianie, je±li w danym segmencie sieci nadawa¢ rozpoczn¡ w¦zªy do-
tychczas nieaktywne. Z drugiej strony, wyª¡czenie niektórych w¦zªów
prowadzi do zmniejszenia opó¹nienia. W ukªadzie tym mo»na zasto-
sowa¢ bufor typu B3, który dostosowuje si¦ zarówno do rosn¡cego,
jak i malej¡cego opó¹nienia. Je±li liczba aktywnych w¦zªów w sieci nie
ulega zmianie w czasie dziaªania systemu, bufor B3 mo»na zast¡pi¢
prostszym w implementacji buforem B2.

TCP/IP B4 Transmisja danych z wykorzystaniem protokoªu TCP cechuje si¦
umiarkowanym rozrzutem opó¹nie«, zmianami w czasie ich warto±ci
oczekiwanej, oraz sporadycznymi opó¹nieniami istotnie wi¦kszymi od
warto±ci ±redniej. Bufor B4 jest tu najwªa±ciwszym rozwi¡zaniem, po-
niewa» pªynnie dostosowuje si¦ do powolnych zmian opó¹nienia, a jed-
nocze±nie nie jest �rozstrajany� przez pojedyncze znacznie opó¹nione
pakiety, które odrzuca.

UDP/IP B5 W odró»nieniu od TCP, protokóª UDP nie gwarantuje zachowania ko-
lejno±ci pakietów, nie retransmituje zagubionych danych i nie zabez-
piecza przed zwielokrotnionym dostarczaniem tego samego datagramu.
Poza wymienionymi ró»nicami, charakter opó¹nie« jest podobny, jak
w przypadku TCP (rysunek III.26). Dlatego wªa±ciwym buforem jest
tutaj B5, którego algorytm jest podobny do B4, ale dodatkowo za-
wiera mechanizmy ochrony przez zjawiskami wªa±ciwymi wyª¡cznie
protokoªowi UDP.

doboru zawarto w tabeli III.4. Z wyj¡tkiem B1, wszystkie opisane bufory maj¡ w wi¦kszym lub
mniejszym stopniu charakter adaptacyjny � dostosowuj¡ si¦ do zmieniaj¡cych si¦ warunków panu-
j¡cych w sieci.
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III.2 Ograniczenie cz¦stotliwo±ci przesªa« pakietów w sieci telekomunikacyjnej

Obecno±¢ sieci transmisji danych o okre±lonej przepustowo±ci w rozproszonym systemie regulacji
wprowadza szereg ogranicze« na przesyª informacji mi¦dzy poª¡czonymi sieci¡ elementami ukªadu
sterowania (a zarazem w¦zªami sieciowymi). Ograniczenia te mog¡ si¦ manifestowa¢ mi¦dzy innymi
limitowaniem cz¦stotliwo±ci transmisji sieciowych (liczby pakietów, które mog¡ by¢ przesªane przez
sie¢ w jednostce czasu). W ukªadzie sterowania przekªada si¦ to na ograniczenie mo»liwej do uzy-
skania cz¦stotliwo±ci próbkowania (dyskretyzacji) sygnaªów. Zjawisko to jest szczególnie dotkliwe
w tych wielowymiarowych ukªadach regulacji, w których próbki sygnaªów pomiarowych z poszczegól-
nych czujników oraz sygnaªów steruj¡cych dla poszczególnych urz¡dze« wykonawczych przesyªane
s¡ w odr¦bnych pakietach, lecz za po±rednictwem tej samej sieci. Dla obiektu MIMO o p wej±ciach i q
wyj±ciach oznacza to bowiem (zazwyczaj) konieczno±¢ przesªania p + q pakietów w ka»dym okresie
próbkowania T . Zmusza to do (p + q) /2 krotnego obni»enia cz¦stotliwo±ci próbkowania w stosunku
do ukªadu jednowymiarowego, je±li tylko sie¢ telekomunikacyjna narzuca ograniczenia na cz¦stotli-
wo±¢ przesªa«.

Pogorszeniu jako±ci sterowania, wynikaj¡cemu z ograniczonej cz¦stotliwo±ci przesªa« w sieci, mo»na
cz¦±ciowo zapobiega¢ na trzy podane ni»ej sposoby, opisane szczegóªowo w kolejnych podrozdziaªach.

Pierwsza metoda polega na grupowaniu próbek sygnaªów pomiarowych i steruj¡cych w M -elementowe
paczki i przesyªaniu ich przez sie¢ z cz¦stotliwo±ci¡ M -krotnie ni»sz¡ od cz¦stotliwo±ci pracy (próbko-
wania i odtwarzania) czujników i urz¡dze« wykonawczych [50]. W rezultacie efektywna cz¦stotliwo±¢
próbkowania w ukªadzie regulacji mo»e by¢ M -krotnie wy»sza od ograniczenia narzuconego przez
sie¢ telekomunikacyjn¡. W metodzie tej konieczne jest u»ycie technik estymacji stanu i sterowania.

Drugie rozwi¡zanie ma zastosowanie w przypadku wielowymiarowego rozproszonego ukªadu regula-
cji z wieloma niezale»nymi w¦zªami pomiarowymi. Ograniczona maksymalna cz¦stotliwo±¢ transmi-
sji w sieci mo»e w takim ukªadzie uniemo»liwi¢ przesªanie w jednym okresie próbkowania T = 1/f

sygnaªów pomiarowych ze wszystkich czujników. Alternatyw¡ dla wydªu»enia okresu T jest wów-
czas zastosowanie harmonogramu niejednoczesnego próbkowania poszczególnych zmiennych stanu
obiektu. Dalej zaproponowany jest system, w którym w pojedynczym okresie próbkowania mierzona
jest tylko jedna z dwóch zmiennych stanu obiektu regulacji. Pozwala to zachowa¢ niezmienion¡ war-
to±¢ okresu próbkowania T , ale zmusza do stosowania estymacji nieznanych pomiarów.

Trzeci sposób, pozwalaj¡cy zachowa¢ wymagan¡ jako±¢ regulacji przy obni»onej cz¦stotliwo±ci prób-
kowania, polega na wykorzystaniu zmody�kowanej wersji ekstrapolatora pierwszego rz¦du (FOH).
Ekstrapolator taki otrzymuje w ka»dym kroku próbkowania dwie liczby: jedna z nich okre±la pocz¡t-
kow¡ warto±¢ sterowania na przedziale o dªugo±ci T , za± druga � szybko±¢ jego zmiany. Sterowanie
w przedziale [k T, (k + 1)T ] jest wi¦c okre±lone wielomianem pierwszego stopnia (sparametryzowane
dwoma jego wspóªczynnikami). Zastosowanie ulepszonego ekstrapolatora FOH formalnie podwaja
liczb¦ wej±¢ obiektu i pozwala uzyska¢ lepsze wyniki sterowania przy niezmienionej cz¦stotliwo-
±ci próbkowania lub te» zachowa¢ niepogorszon¡ jako±¢ przy jednoczesnej redukcji ruchu w sieci
przenosz¡cej pakiety danych do urz¡dze« wykonawczych.

W pewnych przypadkach obni»enie cz¦stotliwo±ci przesªa« sieciowych mo»e okaza¢ si¦ wskazane na-
wet wówczas, gdy wykorzystywana sie¢ telekomunikacyjna jest w stanie transmitowa¢ dane z pier-
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wotnie zaªo»on¡ cz¦stotliwo±ci¡ f . Redukcja obci¡»enia w niektórych typach sieci powoduje bowiem
zmniejszenie opó¹nie« komunikacyjnych lub ograniczenie ich waha«. W ogólnym bilansie korzystny
wpªyw zmiany charakteru opó¹nie« mo»e przewy»szy¢ straty zwi¡zane z obni»eniem cz¦stotliwo±ci
wymiany danych w sieci.

III.2.1 Grupowanie próbek sterowa« i pomiarów

Na rysunku III.49a przedstawiony jest schemat blokowy klasycznego ukªad regulacji z obiektem
Pc, urz¡dzeniem wykonawczym (aktuatorem) A, czujnikiem (sensorem) S i kompensatorem dyna-
micznym (regulatorem) C. Obiekt opisywany jest modelem matematycznym z czasem ci¡gªym, za±
czujnik, kompensator i urz¡dzenie wykonawcze s¡ elementami dyskretnymi, podejmuj¡cymi swoje
akcje synchronicznie, ze wspólnym okresem próbkowania T . Dla prostoty rysunku pomini¦to na nim
zegar (b¡d¹ zegary) wyzwalaj¡cy akcje poszczególnych jego elementów. Czujnik realizuje operacj¦
próbkowania, za± urz¡dzenie wykonawcze � ekstrapolacji zerowego rz¦du.

W przedstawionym ukªadzie przesyª danych mi¦dzy czujnikiem a kompensatorem oraz miedzy kom-
pensatorem a urz¡dzeniem wykonawczym odbywa si¦ natychmiastowo i nie podlega »adnym ogra-
niczeniom, poniewa» elementy te poª¡czone s¡ bezpo±rednio. W zwi¡zku z tym wymiana danych
mi¦dzy elementami S i C oraz C i A mo»e zachodzi¢ z dowolnym okresem T , narzuconym przez
pozostaªe elementy ukªadu.
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Rys. III.49: Ukªady regulacji: a) klasyczny, b) rozproszony z dwiema niezale»nymi sieciami, c) roz-
proszony z jedn¡ wspóln¡ sieci¡ (Pc � obiekt regulacji, A � urz¡dzenie wykonawcze (aktuator), S �
czujnik (sensor), C � regulator (kompensator dynamiczny), N, Ns, Na � sieci telekomunikacyjne).

Zaªó»my, »e w rozproszonym ukªadzie regulacji, przedstawionym na schemacie III.49b lub III.49c,
maksymalna cz¦stotliwo±¢ przesyªania danych w sieci jest M -krotnie mniejsza od przyj¦tej cz¦sto-
tliwo±ci próbkowania f = 1/T , z jak¡ wyzwalane s¡ akcje pozostaªych elementów ukªadu. Powoduje
to powstanie niedopasowania cz¦stotliwo±ci pracy poszczególnych skªadników systemu i niemo»no±¢
punktualnego przesªania przez sie¢ wszystkich próbek sygnaªu pomiarowego i steruj¡cego, dostar-
czanych odpowiednio przez czujnik S i regulator C.

Problem ten mo»na rozwi¡za¢ na dwa sposoby. Pierwszy polega na zachowaniu niezmienionej cz¦-
stotliwo±ci pracy elementów S, C iA ukªadu i odrzucaniu tych próbek, które nie mog¡ by¢ przesªane
ze wzgl¦du na ograniczone mo»liwo±ci sieci (rysunek III.50a). Metoda ta wi¡»e si¦ z utrat¡ cz¦±ci
informacji zawartej w odrzucanych próbkach. Podany sposób jest w zasadzie równowa»ny obni»e-
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niu cz¦stotliwo±ci taktowania f wszystkich elementów caªego ukªadu regulacji do warto±ci równej
maksymalnej mo»liwej do uzyskania cz¦stotliwo±ci przesªa« sieciowych f/M . Takie obni»enie cz¦-
stotliwo±ci próbkowania czy sterowania mo»e prowadzi¢ do istotnego pogorszenia jako±ci regulacji.
Alternatywne rozwi¡zanie, pozwalaj¡ce unikn¡¢ odrzucania danych, polega na zastosowaniu opisa- 
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Rys. III.50: Dwa sposoby dopasowania ró»nych cz¦stotliwo±ci próbkowania i przesyªania sieciowego
(przykªad dla M = 4): a) odrzucanie próbek, b) grupowanie próbek.

nej dalej techniki grupowania próbek sygnaªów w M -elementowe paczki. Paczki te przesyªane s¡
z maksymaln¡ cz¦stotliwo±ci¡, na jak¡ pozwala sie¢. W tym przypadku »adne dane nie s¡ odrzucane
(rysunek III.50b), jednak cz¦±¢ z nich dociera z dodatkowym opó¹nieniem. Przy zastosowaniu tego
rozwi¡zania konieczne jest pomocniczo estymowanie stanu lub sterowa« w oparciu o znany model
procesu.

W dwóch nast¦pnych podrozdziaªach opisano szczegóªowo podane tu metody dopasowania cz¦sto-
tliwo±ciowego poszczególnych elementów ukªadu (odrzucanie i grupowanie próbek). W kolejnym
przedstawiono algorytmy sterowania, które mo»na zastosowa¢ ª¡cznie z podanymi sposobami do-
pasowania cz¦stotliwo±ci. Dalej zamieszczono wyniki symulacji komputerowych, które pozwalaj¡
porówna¢ skuteczno±¢ dziaªania obu zaproponowanych rozwi¡za«. Nast¦pnie zaprezentowano rezul-
taty eksperymentów, w których zastosowano opisywane algorytmy do sterowania laboratoryjnym
modelem obiektu aerodynamicznego. Ostatnia sekcja zawiera posumowanie i uwagi ko«cowe.

III.2.1.1 Dopasowanie cz¦stotliwo±ci metod¡ odrzucania próbek

Na rysunku III.51 przedstawiono schemat blokowy ukªadu regulacji, w którym realizowany jest
algorytm dopasowania cz¦stotliwo±ci metod¡ odrzucania próbek. O sieciach Ns i Na zakªadamy,
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»e przenosz¡ pakiety w niezmienionej kolejno±ci, wprowadzaj¡c opó¹nienia komunikacyjne, których
suma τ jest staªa i stanowi naturaln¡ wielokrotno±ci okresu próbkowania T . Maksymalna cz¦stotli-
wo±¢ przesªa« w sieciach jest ograniczona do warto±ci f/M , przy czym f = 1/T . Obecny w ukªadzie
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Rys. III.51: Rozproszony ukªad regulacji z dopasowywaniem cz¦stotliwo±ci przez odrzucanie próbek
(Bs, Ba � bufory jednoelementowe).

kompensator C odbiera jedynie co M -t¡ próbk¦ sygnaªu wyj±ciowego y z czujnika S. Pozostaªe
próbki s¡ odrzucane przez bufor Bs, przez wzgl¡d na ograniczenia wnoszone przez sie¢ Ns. Podob-
nie bufor Ba otrzymuje now¡ warto±¢ sterowania u tylko jeden raz na M okresów próbkowania T

i przesyªa j¡ M -krotnie do urz¡dzenia wykonawczego A w ka»dym �dªugim� okresie M T . Oznacza
to faktycznie obni»enie efektywnej cz¦stotliwo±ci pracy caªego ukªadu regulacji do cz¦stotliwo±ci
pracy najwolniejszych elementów (sieci Na i Ns). Wprawdzie czujnik S próbkuje sygnaª wyj±ciowy
obiektu Pc z okresem T , jednak dalej przesyªana jest tylko co M -ta próbka, co z punktu widzenia
kompensatora faktycznie oznacza, »e próbkowanie odbywa si¦ z okresem M T . Podobnie rzecz si¦
ma z urz¡dzeniem wykonawczym A, które jest wyzwalane z okresem T , ale powtarza M -krotnie
ka»d¡ now¡ warto±¢ sterowania wyznaczon¡ przez kompensator C.

III.2.1.2 Dopasowanie cz¦stotliwo±ci metod¡ grupowania próbek

Na rysunku III.52 przedstawiono schemat blokowy systemu, w którym realizowany jest algorytm
grupowania próbek. Metoda ta zakªada zró»nicowanie okresów próbkowania elementów ukªadu.
Czujnik S pracuje z okresem T , a wysyªane przez niego próbki tra�aj¡ do rejestru przesuwnego
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Rys. III.52: Rozproszony ukªad regulacji z dopasowywaniem cz¦stotliwo±ci przez grupowanie próbek
(SRs, SRa � M -elementowe rejestry przesuwne).

SRs, gdzie s¡ gromadzone. Po skompletowaniu M -elementowej paczki próbek, rejestr SRs przesyªa
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j¡ pojedynczym pakietem sieciowym do kompensatora Cm. Kolejne przesªania nast¦puj¡ z odst¦-
pem czasowym M T . Z takimi samymi odst¦pami kompensator przygotowuje paczki zawieraj¡ce
M warto±ci sterowania i wysyªa je do rejestru SRa. Urz¡dzenie to z okresem T pobiera kolejne
warto±ci z paczki i podaje je do aktuatora A, wspóªpracuj¡cego z obiektem Pc.

W ukªadzie przedstawionym na rysunku III.52 kompensator otrzymuje dane z czujnika z tym sa-
mym okresem M T , co w systemie na rysunku III.51, jednak dane te zawieraj¡ peªniejsz¡ informacj¦
� M próbek zamiast jednej. Bufor Bs odrzuca próbki, za± rejestr SRs gromadzi je wszystkie. Po
otrzymaniu danych kompensator wyznacza M nowych warto±ci sterowania, zamiast pojedynczej.
W opisywanym rozwi¡zaniu przesyªanie sygnaªu wyj±ciowego u i wej±ciowego y dla obiektu odbywa
si¦ z tym samym, co poprzednio okresem, równym M T , lecz po stronie czujnika nie s¡ odrzucane
»adne próbki, a po stronie urz¡dzenia wykonawczego w ka»dym okresie wyzwalania T do obiektu
doprowadzana jest inna (w ogólnym przypadku) warto±¢ sterowania. W obu przedstawionych roz-
wi¡zaniach kompensator jest taktowany z okresem M T . W drugim przypadku wykorzystuje on
jednak M -krotnie wi¦ksz¡ liczb¦ danych i równie» wyznacza M -krotnie wi¦ksz¡ liczb¦ nowych war-
to±ci sterowania. Pozwala to postawi¢ hipotez¦, »e jako±¢ regulacji, skuteczno±¢ eliminacji zakªóce«
czy wreszcie odporno±¢ na bª¦dy identy�kacji obiektu b¦d¡ wi¦ksze w ukªadzie z rejestrami prze-
suwnymi zamiast buforów.

Przesyª danych przez sieci Ns i Na wi¡»e si¦ z wyst¦powaniem opó¹nie« komunikacyjnych. Dalej
rozpatrzone b¦d¡ cztery ich przypadki: w pierwszym z nich ª¡czne opó¹nienia transmisji τ obu sieci
s¡ zaniedbywalnie maªe, w drugim � równe okresowi próbkowania T , w trzecim � M T , a w czwartym
� (1 + M) T . O pozostaªych elementach ukªadu regulacji (C, A, S) zakªadamy, »e czas trwania ich
akcji jest zaniedbywalnie maªy. Cztery rozwa»ane warto±ci opó¹nie« i dwa brane pod uwag¦ sposoby
przesyªania danych (z grupowaniem lub odrzucaniem próbek) daj¡ osiem mo»liwych przypadków
(kombinacji), które rozwa»ane b¦d¡ w dalszej cz¦±ci pracy. Ilekro¢ konieczne b¦dzie zaªo»enie kon-
kretnej warto±ci parametru M (na rysunkach, w przykªadach, do symulacji), przyjmiemy arbitralnie
przykªad M = 4 (jak na rysunku III.50).

III.2.1.3 Algorytmy kompensatorów dynamicznych

Do sterowania obiektem mo»ne by¢ u»yty kompensator dynamiczny, zªo»ony z identyczno±ciowego
obserwatora Luenbergera oraz proporcjonalnego macierzowego regulatora od stanu. Obok obserwa-
tora i regulatora, konieczne jest równie» u»ycie predyktora, który wyznacza estymaty stanu obiektu
w chwilach czasu, w których � ze wzgl¦du na brak danych pomiarowych � nie mo»na u»y¢ obserwa-
tora Luenbergera. Ni»ej zamieszczono szczegóªowy opis algorytmów sterowania w dwóch odmiennych
wersjach: z odrzucaniem próbek oraz z ich grupowaniem. Opis odnosi si¦ do przypadku z opó¹nie-
niem transmisji równym T . Zasada konstrukcji algorytmów dla pozostaªych rozwa»anych warto±ci
opó¹nie« (0, M T , (M + 1)T ) jest podobna.

Rozwa»amy liniowy obiekt regulacji Pc typu SISO (o jednym (skalarnym) wej±ciu i jednym (ska-
larnym) wyj±ciu) z czasem ci¡gªym, który po dyskretyzacji typu ZOH opisany jest równaniami
stanu z czasem dyskretnym. Je±li zaªo»y¢, »e na zdyskretyzowany obiekt Pd oddziaªuj¡ zewn¦trzne
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zakªócenia losowe v [·] i w [·], równania te przyjmuj¡ posta¢

x[k + 1] = Φx[k] + Γ
(
u[k] + v[k]

)
(III.53a)

y[k] = C x[k] + w[k] (III.53b)

gdzie y[k] ∈ Rq, u[k] ∈ Rp i x[k] ∈ Rn to odpowiednio warto±ci sygnaªów: wyj±ciowego i wej±ciowego
oraz stanu systemu w chwili czasu tk = k T

y[k] = y(k T ), x[k] = x(k T ), u[k] = u(k T )

Zajmijmy si¦ chwilowo przypadkiem obiektu bez zakªóce« (v ≡ 0, w ≡ 0). Oznaczmy estymaty
macierzy Φ, Γ i C, uzyskane w wyniku identy�kacji obiektu, odpowiednio przez Φ̂, Γ̂ i Ĉ. Estymaty te
u»yte b¦d¡ przy projektowaniu kompensatora. Niech rz¡d macierzy C b¦dzie mniejszy od rozmiaru
przestrzeni stanu systemu (uzasadnia to konieczno±¢ u»ycia obserwatora [65,86])

rank C < n

Zaªó»my, »e obiekt (III.53a), (III.53b) jest sterowalny i obserwowalny (rz¦dy macierzy sterowalno±ci
Qc i obserwowalno±ci Qo s¡ równe rozmiarowi n przestrzeni stanów).

Qc =
[

Γ Φ Γ Φ2 Γ · · · Φn−1 Γ
]
, rank Qc = n

Qo =




C

C Φ

C Φ2

...
C Φn−1




, rank Qo = n

Wariant z odrzucaniem próbek

Rozwa»my wpierw ukªad regulacji wykorzystuj¡cy buforyBa iBs, przedstawiony na rysunku III.51
(wariant z odrzucaniem próbek � z przesyªaniem pojedynczej próbki). Faktyczny, efektywny okres
próbkowania w tym ukªadzie wynosi M T . Na rysunku III.53 przedstawiono diagram pokazuj¡cy
uzale»nienia czasowe (kolejno±¢ akcji) w ukªadzie regulacji, sposób przepªywu sygnaªów i kolejno±¢
oblicze« dla przypadku M = 4 i τ = T . Podobny diagram mo»na utworzy¢ dla dowolnego sko«czo-
nego M (M ∈ N, M > 2) oraz τ (τ = d · T , d ∈ N). Kwadraty oznaczone liter¡ S (dolna o± czasu)
oznaczaj¡ akcje próbkowania podejmowane przez czujnik. Bloki oznaczone literami Bs, Ns, Na
i Ba reprezentuj¡ zadania realizowane przez bufory i sieci komunikacyjne. Kwadrat z liter¡ A to
akcja urz¡dzenia wykonawczego, za± wi¦kszy kwadrat z liter¡ C reprezentuje wykonanie algorytmu
kompensatora. Algorytm ten przedstawiony jest na rysunku III.54.

Dla M = 4 i τ = T pojedynczy krok algorytmu kompensatora mo»na opisa¢ nast¦puj¡co (podane
w opisie chwile czasu odnosz¡ si¦ do instancji kompensatora oznaczonej na rysunku III.53 gwiazdk¡):

1. Na podstawie znajomo±ci warto±ci estymaty stanu x̂[k − 3] i warto±ci sterowania u[k − 3]

z chwili czasu k − 3, predyktor wyznacza estymat¦ stanu x̂[k]. Wykorzystuje przy tym fakt,
i» warto±ci sterowa« u[k − 3], u[k − 2] i u[k − 1] s¡ sobie równe.
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y[k] 
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Rys. III.53: Diagram pokazuj¡cy zale»no±ci czasowe mi¦dzy akcjami poszczególnych elementów
ukªadu regulacji z odrzucaniem próbek dla przykªadu M = 4 i τ = T .

2. Na podstawie wyznaczonej estymaty x̂[k] oraz ±wie»o zmierzonej warto±ci y[k], obserwator
Luenbergera wyznacza estymat¦ stanu x̂[k + 1]. Wykorzystuje przy tym fakt, i» warto±¢ ste-
rowania u[k] jest równa u[k − 3].

3. Regulator od stanu wylicza warto±¢ sterowania u[k + 1]. Jest to zarazem warto±¢ sterowa«
u[k + 2], u[k + 3] i u[k + 4].

Podany wy»ej algorytm mo»e by¢ zaadaptowany dla dowolnego sko«czonego M ∈ {2, 3, 4, . . .} oraz
dowolnego τ ∈ {0, T, 2T, 3T, . . .} b¦d¡cego naturaln¡ wielokrotno±ci¡ okresu próbkowania T .

Wariant z grupowaniem próbek

Ukªad regulacji z rejestrami przesuwnymi SRs i SRa, realizuj¡cy algorytm grupowania próbek,
przedstawiony jest na rysunku III.52. W ukªadzie tym, jak poprzednio, równie» mo»na wykorzysta¢
kompensator dynamiczny zªo»ony z obserwatora Luenbergera, regulatora od stanu i predyktora.
Tym razem dost¦pne s¡ jednak wszystkie próbki sygnaªu wyj±ciowego y obiektu, zmierzone z okre-
sem T oraz zachodzi konieczno±¢ wyznaczania ró»nych (w ogólno±ci) warto±ci sterowa« dla ka»dego
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Rys. III.54: Schemat przedstawiaj¡cy kolejno±¢ oblicze« prowadzonych w kompensatorze dynamicz-
nym w ukªadzie z odrzucaniem próbek dla przykªadu M = 4 i τ = T .

okresu o dªugo±ci T . Rysunek III.55 przedstawia zale»no±ci czasowe w ukªadzie regulacji, a rysunek
III.56 � algorytm kompensatora wªa±ciwy dla tego przypadku. Dla M = 4 i τ = T algorytm ten
mo»na w uproszczeniu opisa¢ nast¦puj¡co (podane w opisie chwile czasu odnosz¡ si¦ do instancji
kompensatora oznaczonej na rysunku III.55 gwiazdk¡):

1. Rejestr SRs gromadzi próbki sygnaªu wyj±ciowego y obiektu Pc, docieraj¡ce z czujnika S
z okresem T . Wektor (gdy obiekt ma q = 1 wyj±cie) lub macierz (dla q > 1) zebranych
próbek to

[
y[k − 3] y[k − 2] y[k − 1] y[k]

]
(dla M = 4). Odpowiadaj¡ce tym próbkom

chwile czasu obj¦to klamr¡ na rysunku poni»ej. 

 

 

 

  

k k+4 k–4 
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Rys. III.55: Diagram pokazuj¡cy zale»no±ci czasowe mi¦dzy akcjami poszczególnych elementów
ukªadu regulacji z grupowaniem próbek dla M = 4 i τ = T .

2. W chwili czasu k nast¦puje wysªanie zawarto±ci rejestru SRs do kompensatora Cm przez
sie¢ Ns.

3. W ramach procedury zªo»onej z trzech etapów, obserwator Luenbergera wyznacza estymat¦
stanu x̂ [k + 1] na podstawie:

(a) ±wie»o otrzymanych próbek
[
y[k − 3] y[k − 2] y[k − 1] y[k]

]
sygnaªu wyj±ciowego y

obiektu Pc,
(b) zapami¦tanych próbek

[
u[k − 3] u[k − 2] u[k − 1] u[k]

]
sygnaªu steruj¡cego u, które

wysªano poprzednio (w chwili czasu k − 4) przez sie¢ Na,
(c) estymaty stanu x̂[k − 3] z pocz¡tku poprzedniego dªugiego okresu.

4. Regulator oblicza cztery warto±ci sterowania
[
u[k − 3] u[k − 2] u[k − 1] u[k]

]
na rozpo-

czynaj¡cy si¦ �dªugi� okres 4T . Do tego konieczne mu s¡ estymaty stanów w chwilach czasu
od k+1 do k+4. Poniewa» znana jest jedynie estymata x̂[k+1], równolegle z regulatorem musi
pracowa¢ estymator, który w trzech krokach wyznaczy estymaty ˆ̂x[k + 2], ˆ̂x[k + 3] i ˆ̂x[k + 4].

5. Wektor przygotowanych sterowa« jest wysyªany przez sie¢Na do rejestru SRa, który przeka-
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Rys. III.56: Schemat przedstawiaj¡cy kolejno±¢ oblicze« prowadzonych w kompensatorze dynamicz-
nym w ukªadzie z grupowaniem próbek dla M = 4 i τ = T .
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zuje je kolejno, pocz¡wszy od chwili czasu k +1, do urz¡dzenia wykonawczego A. Na rysunku
poni»ej zaznaczono klamr¡ chwile czasu, w których stosowane s¡ próbki sterowa« z przesªanej
paczki. 

 

 

 

  

k k+4 k–4 

Wektor sterowa« musi by¢ ponadto zapami¦tany w kompensatorze, poniewa» na pocz¡tku
kolejnego dªugiego okresu zostanie u»yty przez obserwator do wyznaczenia estymaty.

Podany wy»ej algorytm mo»e by¢ zaadaptowany dla dowolnego sko«czonego M ∈ {2, 3, 4, . . .} oraz
dowolnego τ ∈ {0, T, 2T, 3T, . . .} b¦d¡cego naturaln¡ wielokrotno±ci¡ okresu próbkowania T .

Zauwa»my, »e rejestry SRs i SRa pracuj¡ synchronicznie. W ka»dym �dªugim� okresie próbko-
wania M T pierwszy z nich przesyªa kolejne warto±ci sterowa« do urz¡dzenia wykonawczego A,
a w tym samym czasie drugi zbiera próbki sygnaªu wyj±ciowego obiektu z czujnika S. Obserwator
Luenbergera na ko«cu ka»dego �dªugiego� okresu M T otrzymuje paczk¦ skªadaj¡c¡ si¦ z M próbek
sygnaªu wyj±ciowego y obiektu. Na podstawie paczki tych próbek, jak równie» paczki poprzednio
wysªanych sterowa« oraz estymaty stanu z pocz¡tku poprzedniego �dªugiego� okresu, obserwator
wyznacza estymat¦ stanu obowi¡zuj¡c¡ w rozpoczynaj¡cym si¦ �dªugim� okresie. Odbywa si¦ to
w ramach M -krokowej procedury (rysunek III.56).

W przedstawionym opisie zastosowano dwa symbole oznaczaj¡ce estymaty stanu: x̂ oraz ˆ̂x. Pierwszy
symbol zarezerwowany jest dla estymat obliczanych w sposób rekurencyjny (wyniki z obecnego
�dªugiego� kroku oblicze« b¦d¡ wykorzystywane w nast¦pnym), z u»yciem danych pomiarowych.
Symbol ˆ̂x odnosi si¦ do pomocniczych prognoz stanu, których zastosowanie ogranicza si¦ jedynie
do wyznaczenia warto±ci sterowa«. Estymaty ˆ̂x w danym �dªugim� kroku nie zale»¡ od ˆ̂x z kroku
poprzedzaj¡cego; s¡ zamiast tego wyznaczane na podstawie x̂. Przy obliczaniu ˆ̂x nie s¡ te» brane
pod uwag¦ dane pomiarowe z chwil czasu, którym odpowiadaj¡ te estymaty. Mo»na powiedzie¢,
»e x̂ to estymaty �zasadnicze�, ±ledz¡ce histori¦ zmian stanu systemu na podstawie pomiarów, za±
estymaty ˆ̂x maj¡ charakter pomocniczych prognoz, wykorzystywanych do obliczania sterowa« na
nadchodz¡cy �dªugi� okres, wyznaczane od pocz¡tku w ka»dym kroku.

Powy»ej opisano dziaªanie kompensatorów dynamicznych w ukªadach z odrzucaniem lub grupo-
waniem próbek dla opó¹nienia równego okresowi próbkowania T . Opisy zilustrowano rysunkami
przedstawiaj¡cymi zale»no±ci czasowe w systemach i kolejne etapy dziaªania algorytmów. Ogóln¡
ide¦ dziaªania przedstawionych metod podsumowuje schemat blokowy na rysunku III.57.

Macierze regulatora K oraz obserwatora L mo»na wyznaczy¢ metod¡ przesuwania warto±ci wªa-
snych (lokowania biegunów) [86]. W ogólno±ci, macierze te przyjmuj¡ inne warto±ci dla przypadku
sterowania z odrzucaniem próbek, a inne dla ich grupowania. Poniewa» celem bada« jest porówna-
nie tych dwóch wariantów dopasowania cz¦stotliwo±ci, K i L dla obu przypadków nale»y wyzna-
czy¢ w ujednolicony sposób, gwarantuj¡cy porównywalno±¢ uzyskanych wyników. Wystarczy w tym
celu zapewni¢ równo±¢ warto±ci wªasnych macierzy (Φ̂− LM Ĉ)

4 i (Φ̂− L1 Ĉ) Φ̂3 oraz macierzy
(Φ̂− Γ̂KM )

4 i Φ̂4 − (Φ̂3 + Φ̂2 + Φ̂ + I) Γ̂ K1 (wzory dla M = 4). Indeksy 1 i M odnosz¡ si¦
odpowiednio do wariantów odrzucania próbek (przesyªania jednorazowo jednej próbki) oraz gru-
powania (przesyªania M -elementowej paczki). W dodatku D.3 obja±niono sposób wyprowadzenia
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Rys. III.57: Budowa algorytmu steruj¡cego i relacje mi¦dzy jego elementami.

podanych wy»ej warunków. Zamieszczone tam obliczenia odpowiadaj¡ opó¹nieniu równemu T , ale
wnioski, jakie osi¡ga si¦ powtarzaj¡c przedstawione rozumowanie dla pozostaªych warto±ci rozwa-
»anych opó¹nie« (0, M T , (M + 1) T ), s¡ analogiczne. Macierze K i L obliczone dla τ = T mog¡
by¢ wi¦c u»yte równie» w pozostaªych przypadkach.

III.2.1.4 Wyniki symulacji komputerowych

Jako±¢ dziaªania obu ukªadów regulacji (z odrzucaniem i grupowaniem próbek) zostaªa zbadana na
drodze symulacji komputerowych przeprowadzonych w programie oblicze« numerycznych MATLAB.
Algorytmy sterowania zakodowano w j¦zyku MATLAB-a i zapisano w formie M-plików. Zbadano
w sumie osiem wariantów ukªadu regulacji � dla czterech ró»nych opó¹nie« (0, T , M T , (M + 1) T )
i dla dwóch sposobów przesyªu danych (odrzucanie i grupowanie). We wszystkich przypadkach
przyj¦to rozmiar paczki M = 4.

W praktyce najcz¦stszymi przyczynami pogorszenia jako±ci regulacji w ukªadach sterowania s¡:

1. Niezgodno±ci modelu u»ytego przy projektowaniu regulatora (kompensatora) z obiektem re-
gulacji.

2. Zakªócenia oddziaªuj¡ce na ukªad regulacji. Cz¦sto ich wpªyw mo»na sprowadzi¢ na wej±cie
oraz wyj±cie ukªadu.

Oba zjawiska uwzgl¦dniono podczas symulacji. Zakªócenia v[k] i w[k] w równaniach (III.53a)�
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(III.53b) zamodelowano jako niezale»ne zmienne losowe o rozkªadzie normalnym o zerowej warto±ci
±redniej i wariancjach odpowiednio 0.01 i 0.1. Bª¡d modelu równie» byª losowy. Ka»dy z elementów
macierzy Φ, Γ i C zostaª przemno»ony przez czynnik (1 + 0.01 δ), daj¡c odpowiedni element Φ̂, Γ̂

lub Ĉ, gdzie wielko±¢ δ byªa realizacj¡ zmiennej losowej o rozkªadzie jednostajnym na przedziale
[−0.5, 0.5]. Zaburzenie ka»dego z elementów macierzy pozostawaªo losowo niezale»ne od pozosta-
ªych. Losowano równie» warunek pocz¡tkowy � elementy wektora x[0] = x(0) byªy realizacjami
niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym na przedziale [−1/2, 1/2]. Zbadano
trzy ró»ne obiekty SISO (o jednym wej±ciu i jednym wyj±ciu) drugiego rz¦du z czasem dyskret-
nym: niestabilny (NS), stabilny lecz nieasymptotycznie (NAS) oraz asymptotycznie stabilny (AS).
Otrzymano je przez dyskretyzacj¦ typu ZOH obiektów z czasem ci¡gªym opisanych równaniami
stanu

ẋ(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = C x(t)

z trzema podanymi ni»ej zestawami macierzy A, B i C

A =

[
0 1

0 1/2

]
, B =

[
0

3

]
, C =

[
2 0

]

A =

[
0 1

0 −1/2

]
, B =

[
0

3

]
, C =

[
2 0

]

A =

[
−4/5 1

0 −1/2

]
, B =

[
0

3

]
, C =

[
2 0

]

Przyj¦ty okres próbkowania wynosiª T = 0.5. Jako±¢ sterowania oceniono przy pomocy sze±ciu
ró»nych wska¹ników jako±ci

J1 =
H∑

k=0

y[k]2, J3 =
H∑

k=0

∣∣y[k]
∣∣, J5 = max

k∈{1, 2, 3, ... , H}

∣∣y[k]
∣∣

J2 =
H∑

k=0

u[k]2, J4 =
H∑

k=0

∣∣u[k]
∣∣, J6 = max

k∈{1, 2, 3, ... , H}

∣∣u[k]
∣∣

gdzie H jest zaªo»onym horyzontem, równym 150. Macierze K i L dobrano metod¡ przesuwania
warto±ci wªasnych � oddzielnie dla ukªadów z odrzucaniem (K1, L1) i z grupowaniem (KM , LM )
próbek. Zadane warto±ci wªasne dla ukªadu regulacji wynosiªy {0.75, 0.8}, a dla obserwatora �
{0.5, 0.55}. Symulacje dla ka»dego z przypadków przeprowadzono wielokrotnie (N = 150 razy).
W ka»dej turze losowano warunek pocz¡tkowy x[0] = x(0) i przyjmowano inne losowe ci¡gi za-
kªóce« oraz odmienne, równie» losowe bª¦dy modelu. Warto±ci wska¹ników jako±ci uzyskane z N

symulacji podlegaªy u±rednieniu. Rezultaty symulacji umieszczono w tabeli III.5. W ka»dej z ko-
mórek umieszczono stosunek dwóch u±rednionych wska¹ników jako±ci � dla wersji z odrzucaniem
(licznik) i grupowaniem (mianownik) próbek sygnaªów. Uªatwia to porównanie jako±ci regulacji dla
tych dwóch wersji algorytmu zarz¡dzania transmisj¡, dla szeregu ró»nych przypadków zebranych
w tabeli: w obecno±ci zakªóce« lub wobec ich braku, z bª¦dem modelu lub przy zgodno±ci model�
obiekt, dla czterech ró»nych opó¹nie« komunikacji i dla trzech ró»nych obiektów o odmiennych
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wªasno±ciach stabilno±ci. W ka»dej komórce tabeli umieszczono sze±¢ stosunków, odpowiadaj¡cych
kolejnym wska¹nikom jako±ci � od J1 do J6.

W tabeli III.6 zaprezentowano wyniki innego testu numerycznego, w którym badano stabilno±¢
ukªadów regulacji. W ka»dej komórce tabeli umieszczone s¡ dwie liczby. Odpowiadaj¡ one liczbie
wykrytych przypadków niestabilno±ci, odpowiednio w ukªadach z odrzucaniem i z grupowaniem
próbek. Przyczyn¡ utraty stabilno±ci przez ukªad regulacji s¡ bª¦dy modelu, zmieniaj¡ce si¦ losowo
w kolejnych symulacjach. Przeprowadzono sto symulacji, przy czym elementy macierzy Φ, Γ i C

zaburzane byªy przez czynnik (1 + 0.02 δ) � wielko±¢ δ zde�niowano nieco wy»ej. W tym te±cie nie
uwzgl¦dniano zakªóce« sygnaªów.

Dane zebrane w obu tabelach wskazuj¡, »e ukªady z grupowaniem próbek s¡ bardziej odporne na
bª¦dy modelu i zakªócenia ni» ukªady z odrzucaniem próbek, a ponadto generalnie daj¡ lepsz¡
jako±¢ regulacji. Przewaga ta widoczna jest zwªaszcza dla przypadku z zerowym opó¹nieniem trans-
misji. Bª¦dy modelu du»o ªatwiej doprowadzaj¡ do niestabilno±ci w ukªadach z odrzucaniem próbek.
Jako±¢ regulacji w tych systemach jest zazwyczaj gorsza, zwªaszcza je±li obiekt jest niestabilny. Na-
tomiast w przypadku obiektów stabilnego i asymptotycznie stabilnego algorytm grupowania próbek
nie wykazuje widocznej przewagi.

III.2.1.5 Wyniki do±wiadcze« laboratoryjnych

Obie opisane wy»ej wersje algorytmu sterowania (z odrzucaniem i grupowaniem próbek) przete-
stowano eksperymentalnie dla przypadku M = 4 i τ = T , wykorzystuj¡c w roli obiektu regulacji
laboratoryjny model aerodynamiczny, schematycznie przedstawiony na rysunku III.58. Ruchomym
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Rys. III.58: Laboratoryjny aerodynamiczny obiekt regulacji.

elementem obiektu jest uªo»yskowana belka o jednym stopniu swobody, mog¡ca si¦ obraca¢ wo-
kóª poziomej osi. Na jednym z ko«ców belki umocowany jest rewersyjny silnik pr¡du staªego ze
±migªem, b¦d¡cym ¹ródªem siªy dziaªaj¡cej na belk¦ i wywoªuj¡cej jej ruch. Silnik jest elementem
wykonawczym, którego prac¡ mo»na sterowa¢ z zewn¡trz urz¡dzenia. Dodatkowa masa umiesz-
czona na ko«cu ramienia przymocowanego prostopadle do belki czyni punkt równowagi systemu
niestabilnym. Punkt ten odpowiada mniej wi¦cej poziomemu uªo»eniu gªównej belki. Poªo»enie k¡-
towe belki jest mierzone optycznym enkoderem przyrostowym, umiejscowionym w pobli»u ªo»yska.
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Tab. III.5: Porównanie jako±ci regulacji dla ró»nych obiektów w ukªadach z odrzucaniem lub gru-
powaniem pakietów (M = 4).

Jako±¢ regulacji
obiekt niestabilny obiekt stabilny nieasymptot. obiekt asymptotycznie stabilny

Zakªócenia sygnaªu wej±ciowego i wyj±ciowego obiektu
brak obecne brak obecne brak obecne

Model zgodny z obiektem
tak nie tak nie tak nie tak nie tak nie tak nie

Opó¹nienia komunikacyjne równe 0

17.2 20.8 17.2 20.7 1.73 1.73 1.73 1.73 0.984 0.984 0.984 0.984
11.9 12.3 11.9 12.3 1.03 1.03 1.03 1.03 0.078 0.078 0.078 0.078
4.3 6.01 4.2 5.74 1.4 1.4 1.39 1.39 0.974 0.974 0.978 0.978
4.02 4.5 3.96 4.28 0.994 0.994 1.01 1.01 0.277 0.277 0.288 0.288
4.04 4.04 4.04 4.04 1.16 1.16 1.17 1.17 1.000 1.000 1.000 1.000
2.12 2.12 2.12 2.12 0.814 0.815 0.814 0.815 0.228 0.228 0.228 0.228

Opó¹nienia komunikacyjne równe T

1.810 1.833 1.810 1.832 1.008 1.008 1.008 1.008 1.001 1.001 1.001 1.001
1.541 1.536 1.541 1.535 1.007 1.007 1.008 1.008 1.145 1.145 1.147 1.147
1.350 1.379 1.324 1.352 1.001 1.001 1.002 1.002 1.002 1.002 1.002 1.002
1.453 1.456 1.449 1.447 1.005 1.005 1.029 1.029 1.072 1.072 1.113 1.113
1.346 1.346 1.346 1.346 1.008 1.008 1.008 1.008 1.000 1.000 1.000 1.000
0.726 0.726 0.726 0.726 0.761 0.761 0.761 0.761 0.817 0.817 0.817 0.817

Opó¹nienia komunikacyjne równe M T

1.734 1.847 1.734 1.846 1.006 1.006 1.006 1.006 1.000 1.000 1.000 1.000
1.553 1.546 1.552 1.544 1.007 1.008 1.008 1.008 1.152 1.152 1.154 1.154
1.321 1.445 1.300 1.425 1.001 1.001 1.001 1.001 1.001 1.001 1.001 1.001
1.459 1.450 1.456 1.439 1.005 1.005 1.029 1.029 1.074 1.074 1.115 1.115
1.323 1.325 1.323 1.325 1.004 1.004 1.004 1.004 1.000 1.000 1.000 1.000
0.723 0.723 0.723 0.723 0.761 0.761 0.761 0.761 0.828 0.828 0.828 0.827

Opó¹nienia komunikacyjne równe (M + 1)T

1.720 2.009 1.720 2.008 1.005 1.005 1.005 1.005 1.000 1.000 1.000 1.000
1.555 1.552 1.554 1.549 1.007 1.008 1.008 1.008 1.154 1.154 1.156 1.156
1.315 1.537 1.295 1.523 1.001 1.000 1.001 1.001 1.001 1.001 1.000 1.000
1.460 1.434 1.456 1.424 1.005 1.005 1.028 1.028 1.074 1.074 1.115 1.115
1.319 1.321 1.319 1.321 1.003 1.003 1.003 1.003 1.000 1.000 1.000 1.000
0.723 0.722 0.722 0.722 0.761 0.761 0.761 0.761 0.832 0.831 0.832 0.831
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Tab. III.6: Porównanie stabilno±ci ró»nych ukªadów regulacji z odrzucaniem lub grupowaniem pa-
kietów (M = 4).

Liczba przypadków utraty stabilno±ci dla stu symulacji
obiekt niestabilny obiekt stabilny nieasymptot. obiekt asymptot. stabilny

Odrzucanie lub grupowanie próbek
odrzucanie / grupowanie odrzucanie / grupowanie odrzucanie / grupowanie

Opó¹nienia komunikacji równe 0

20 / 0 0 / 0 0 / 0
Opó¹nienia komunikacji równe T

0 / 0 0 / 0 0 / 0
Opó¹nienia komunikacji równe M T

20 / 8 0 / 0 0 / 0
Opó¹nienia komunikacji równe (M + 1)T

34 / 26 0 / 0 0 / 0

Obiekt jest poª¡czony z komputerem klasy PC, wyposa»onym w uniwersaln¡ kart¦ wej±cia-wyj±cia
RT�DAC 4 PCI [61] (rysunek III.59). Karta umo»liwia wprowadzenie do komputera sygnaªu po-
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Rys. III.59: Schemat blokowy stanowiska laboratoryjnego.

miarowego z enkodera oraz wysªanie z komputera sygnaªu steruj¡cego dla silnika DC. Algorytmy
steruj¡ce implementowano w ±rodowisku MATLAB/Simulink. Zakodowano je w postaci schematów
gra�cznych w Simulinku, a nast¦pnie na podstawie tych schematów utworzono aplikacje czasu rze-
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czywistego [48]. Wykorzystano w tym celu przyborniki Real-Time Windows i Real-Time Windows
Target oraz zewn¦trzny kompilator Watcom C/C++. W ukªadzie nie byªa obecna sie¢ telekomuni-
kacyjna � zamiast tego symulowano j¡ ª¡cznie z algorytmem steruj¡cym. Stworzono dwa odr¦bne
modele w Simulinku � jeden dla przypadku odrzucania danych, drugi dla ich grupowania. Pierwszy
z nich przedstawiony jest na rysunku III.60. Blok Obiekt regulacji, widoczny na schemacie, reprezen-
tuje sterowniki wej±cia-wyj±cia, za po±rednictwem których aplikacja czasu rzeczywistego wymienia
próbki sygnaªów pomiarowych i steruj¡cych z obiektem regulacji. Dolna cz¦±¢ schematu odpowiada
predyktorowi stanu (elementy skupione wokóª trzech pierwszych w¦zªów sumacyjnych licz¡c od le-
wej), obserwatorowi Luenbergera (czwarty w¦zeª sumacyjny) i regulatorowi od stanu (blok Matrix
Gain15). Blok Unit Delay3 reprezentuje opó¹nienie transmisji równe T , za± Zero-Order Hold odpo-
wiada buforowi Ba z rysunku III.51 (strona 113), utrzymuj¡cemu staª¡ warto±¢ sterowania przez
M kolejnych okresów T . Dwa bloki Unit Delay1 i Unit Delay2 s¡ cz¦±ci¡ kompensatora dynamicznego
i sªu»¡ za podr¦czn¡ pami¦¢ estymaty stanu i sterowania z poprzedniego �dªugiego� kroku oblicze«
M T .
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t
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Rys. III.60: Model aplikacji steruj¡cej z odrzucaniem pakietów w Simulinku.

Obecnie przedstawiony b¦dzie model matematyczny obiektu regulacji. Opisuj¡ce go równania stanu
po linearyzacji maj¡ posta¢ [50]

α̇(t) = ω(t)

ω̇(t) = aα(t) + b ω(t) + c ν(t)

ν̇(t) = d ν(t) + u(t) (III.56a)

lub inaczej, w zapisie wektorowo-macierzowym

ẋ(t) = A x(t) + B u(t) (III.57)
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gdzie

x(t) =




x1(t)

x2(t)

x3(t)


 =




α(t)

ω(t)

ν(t)


 , A =




0 1 0

a b c

0 0 d


 , B =




0

0

1




Zmienne wyst¦puj¡ce w równaniach stanu oznaczaj¡ odpowiednio:
α � k¡t wychylenia ruchomej belki od poªo»enia równowagi
ω � pr¦dko±¢ k¡tow¡ belki
ν � przeskalowan¡ pr¦dko±¢ obrotow¡ ±migªa
u � znormalizowany sygnaª steruj¡cy
Normalizacja sygnaªu steruj¡cego polega na podzieleniu jego warto±ci przez maksymaln¡ mo»liw¡
warto±¢ (przy której nast¦puje nasycenie ko«cówki mocy). Przeskalowanie pr¦dko±ci obrotowej ±mi-
gªa polega na pomno»eniu jej przez tak dobrany wspóªczynnik, by w równaniu (III.56a) wspóªczyn-
niki przy u i ν̇ byªy jednocze±nie równe jedno±ci. Parametry modelu, wyznaczone na drodze kilku
eksperymentów identy�kacyjnych, maj¡ nast¦puj¡ce warto±ci

a = 3.6, b = −0.31, c = 4.4, d = −1.8

W ukªadzie zastosowano próbkowanie sygnaªów z okresem T = 0.1 [s]. Sygnaª wyj±ciowy obiektu jest
równy pierwszej zmiennej stanu y = x1. Po dyskretyzacji równa« stanu z czasem ci¡gªym (III.57)
otrzymuje si¦ model matematyczny z czasem dyskretnym

x[k + 1] = Φx[k] + Γ u[k]

y[k] = C x[k]

gdzie

Φ = eT A, Γ =
∫ T

0
et A B dt, C =

[
1 0 0

]

Macierze K1 (dla przypadku odrzucania próbek) oraz KM (dla grupowania próbek) regulatorów od
stanu obliczono tak, by wszystkie trzy warto±ci wªasne macierzy stanu zamkni¦tego ukªadu regulacji
byªy równe 0.7. Macierze L1 i LM identyczno±ciowych obserwatorów Lunebergera dobrano zakªada-
j¡c wszystkie trzy warto±ci wªasne macierzy wyst¦puj¡cej w równaniu bª¦du estymacji równe 0.6.
Wyniki eksperymentów, w postaci przebiegów czasowych k¡ta α wychylenia belki, przedstawione
s¡ na rysunku III.61. Odpowiadaj¡ one przypadkowi z M = 4 i τ = T . System z odrzucaniem
próbek utraciª stabilno±¢ (rysunek III.61b), za± system z grupowaniem próbek zachowaª j¡ (rysu-
nek III.61a). Warto zwróci¢ uwag¦ na ró»nic¦ skal pionowych osi na obu wykresach. Oscylacyjny
charakter przebiegów sugeruje wyst¦powanie istotnych bª¦dów u»ytego modelu b¡d¹ zewn¦trznych
zakªóce«. Jednym ze ¹ródeª zakªóce« jest efekt kwantowania sygnaªu wynikaj¡cy z u»ycia enkodera
(rysunek III.61a), b¦d¡cy ¹ródªem szumu kwantyzacji oddziaªuj¡cego na ukªad sterowania.

III.2.1.6 Uwagi ko«cowe

Oba zaprezentowane wy»ej algorytmy sterowania (z odrzucaniem i grupowaniem próbek) znajduj¡
zastosowanie w przypadku systemów rozproszonych, w których maksymalna mo»liwa cz¦stotliwo±¢
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Rys. III.61: Przebiegi czasowe sygnaªów uzyskane podczas eksperymentu dla M = 4 i τ = T : a)
ukªad z odrzucaniem próbek, b) ukªad z grupowaniem próbek.

przesyªania pakietów przez sie¢ jest kilkukrotnie mniejsza od cz¦stotliwo±ci próbkowania przyj¦tej
w ukªadzie regulacji. Pierwszy z nich (prostszy) odrzuca cz¦±¢ próbek i przez to ogranicza ilo±¢
informacji docieraj¡cej do kompensatora oraz zmniejsza mo»liwo±¢ wpªywania na obiekt. Drugi
jest bardziej zªo»ony: zbiera próbki i przesyªa je w postaci paczek. Dzi¦ki temu informacja jest
kompletna, cho¢ cz¦±ciowo opó¹niona.

Zaprezentowane wy»ej wyniki symulacji komputerowych wykazuj¡, »e w pewnych przypadkach al-
gorytm grupowania zapewnia lepsz¡ jako±¢ regulacji i czyni ukªad bardziej odpornym na zakªócenia
i bª¦dy modelowania. Przewaga jest widoczna najwyra¹niej w przypadku niestabilnego obiektu
regulacji i istotnych bª¦dów modelowania. W przypadku obiektów stabilnych i asymptotycznie sta-
bilnych, przewaga jest b¡d¹ mniejsza, b¡d¹ nie wyst¦puje.

Zarówno grupowanie, jak i odrzucanie próbek zmniejszaj¡ zu»ycie zasobów sieci, ale tak»e zmie-
niaj¡ charakter przesyªanej informacji (wprowadzaj¡ opó¹nienia lub czyni¡ informacj¦ niekom-
pletn¡) [137, 138]. St¡d konieczne jest odpowiednie zmody�kowanie algorytmu u»ytego w ukªadzie
kompensatora dynamicznego, polegaj¡ce na wykorzystaniu predyktora stanu i obserwatora Luen-
bergera. Obserwator jest przydatny, je±li próbki sygnaªu wyj±ciowego obiektu nie nios¡ peªnej in-
formacji o stanie, za± predyktor kompensuje brak danych pomiarowych w pewnych chwilach czasu.
Zarówno estymator, jak i predyktor wymagaj¡ do swego dziaªania znajomo±ci modelu matematycz-
nego obiektu.

Opisane wy»ej symulacje i eksperymenty przeprowadzono dla M = 4. Przedstawione algorytmy
mo»na jednak uogólni¢ na przypadek dowolnego, sko«czonego rozmiaru M paczki danych. Wy»ej
rozwa»ano cztery mo»liwe warto±ci opó¹nie« transmisji, ale algorytmy mog¡ by¢ przystosowane
dla dowolnego staªego i sko«czonego τ , b¦d¡cego naturaln¡ wielokrotno±ci¡ okresu próbkowania
T . Opisan¡ technik¦ mo»na wykorzysta¢ tak»e dla przypadku ograniczonych opó¹nie« zmiennych
w czasie lub nie stanowi¡cych caªkowitej wielokrotno±ci T . Wówczas konieczne jest uzupeªnienie
ukªadu regulacji o bufor sztucznie wydªu»aj¡cy opó¹nienia do staªej warto±ci (podrozdziaª III.1.2.1).
W praktycznych realizacjach nale»y d¡»y¢ do uzyskania jak najmniejszej warto±ci parametru M ,
który zale»y od relacji mi¦dzy maksymaln¡ cz¦stotliwo±ci¡ przesªa« sieciowych F a przyj¦t¡ cz¦sto-
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tliwo±ci¡ próbkowania f . Je±li stosunek tych dwóch cz¦stotliwo±ci nie jest liczb¡ naturaln¡, mo»na
przyj¡¢ M = dF/fe. Symbol d·e oznacza tu zaokr¡glenie w gór¦.

Dotychczas wskazywano na u»yteczno±¢ algorytmu grupowania próbek w przypadku ograniczenia
maksymalnej cz¦stotliwo±ci przesªa« sieciowych. Algorytm ten mo»e by¢ jednak wykorzystany rów-
nie» wówczas, gdy przesyªanie próbek pojedynczo jest niemo»liwe ze wzgl¦du na znaczny naddatek
bajtów w pakiecie oraz ograniczon¡ przepustowo±¢ sieci telekomunikacyjnej. Zaªó»my, »e pojedyncza
próbka z czujnika zajmuje 2 bajty (typowa wielko±¢ dla wielu prostych czujników), za± pozostaªe
dane tworz¡ce pakiet sieciowy maj¡ rozmiar 48 bajtów (na co skªadaj¡ si¦ adresy nadawcy i odbiorcy,
informacja o typie pakietu, suma kontrolna, preambuªa itp.). Wysyªaj¡c cztery próbki w oddziel-
nych pakietach, zu»ywamy 4 · (2 + 48) = 200 bajtów. Stosuj¡c grupowanie próbek, ograniczamy
wykorzystanie sieci do 48 + 4 · 2 = 65 bajtów � ponad trzykrotnie mniej (rysunek III.62).

 

 
 

 

  

Niezależna transmisja oddzielnych próbek. 

Sumaryczny naddatek bajtów = 4 × wielkość nagłówka+ 4 × wielkość stopki 

Jednoczesna transmisja grupy próbek. 

Sumaryczny naddatek bajtów = 1 × wielkość nagłówka + 1 × wielkość stopki 

D1 H T D2 H T D3 H T D4 H T 

H D1 D2 D3 D4 T 

Rys. III.62: Porównanie naddatku transmisji przy niezale»nym i grupowym przesyªaniu próbek.

W przypadku niektórych sieci (Ethernet) istnieje ograniczenie na minimaln¡ liczb¦ bajtów przesy-
ªanych w pojedynczym pakiecie. Je±li nawet nadawca próbuje wysªa¢ mniejsz¡ ich ilo±¢, algorytmy
sieciowe uzupeªni¡ u»yteczne dane dodatkowymi bajtami, by speªni¢ wymagania co do minimal-
nego rozmiaru pakietu (rysunek III.63). W przypadku takiej sieci mo»e si¦ okaza¢, »e przesyªanie
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Rys. III.63: Odrzucanie i grupowanie próbek w sieciach z okre±lonym minimalnym rozmiarem pa-
kietu danych.

kilku próbek sygnaªu w pojedynczym pakiecie nie zwi¦ksza jego rozmiaru w stosunku do przypadku
przesyªania pojedynczej próbki, a tym samym nie ponosi si¦ dodatkowych kosztów grupowego prze-
syªania próbek. Wynika st¡d, »e opªacalno±¢ zabiegu grupowania próbek winna by¢ szacowana nieza-
le»nie dla ka»dego konkretnego przypadku, ró»ni¡cego si¦ rodzajem u»ytej sieci telekomunikacyjnej
i protokoªem transmisji.
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III.2.2 Niejednoczesne próbkowanie sygnaªów wyj±ciowych wielowymiarowego
obiektu sterowania

Na rysunku III.64 przedstawiony jest rozproszony ukªad regulacji z wielowymiarowy obiektem ste-
rowania Pc. Ka»da spo±ród n (n > 1) zmiennych stanu obiektu (a jednocze±nie jego sygnaªów
wyj±ciowych) mierzona jest przez niezale»ny czujnik, b¦d¡cy zarazem odr¦bnym w¦zªem we wspól-
nej sieci telekomunikacyjnej N. W ukªadzie takim, w ka»dym okresie próbkowania o dªugo±ci T ,
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Rys. III.64: Rozproszony ukªad regulacji z obiektem typu SIMO (A � urz¡dzenie wykonawcze (ak-
tuator), S1, . . . , Sn � czujniki (sensory), I0, I1, . . . , In � sprz¦gi (interfejsy) sieciowe, N � sie¢
telekomunikacyjna, Pc � obiekt z czasem ci¡gªym, Pd � obiekt z czasem dyskretnym, C � regula-
tor).

zachodzi konieczno±¢ przesªania przez sie¢ N dokªadnie n pakietów nios¡cych dane z czujników. Je-
±li ograniczona przepustowo±¢ sieci nie pozwala na zrealizowanie wszystkich wymaganych przesªa«,
mo»na zastosowa¢ rozwi¡zanie polegaj¡ce na przesyªaniu w ka»dym kroku jedynie pewnego wybra-
nego podzbioru sygnaªów pomiarowych. W kolejnych krokach podzbiory te mog¡ si¦ mi¦dzy sob¡
ró»ni¢. Brakuj¡ce dane musz¡ by¢ w takim przypadku estymowane w kompensatorze dynamicz-
nym DC w oparciu o model obiektu, na podstawie dost¦pnej informacji pomiarowej z aktualnego
i z poprzednich kroków (rysunek III.65). W przypadku zastosowania opisanej procedury niejedno-
czesnego próbkowania wyj±¢ obiektu, zachodzi konieczno±¢ doboru odpowiedniego harmonogramu
próbkowania, decyduj¡cego, które wyj±cia s¡ próbkowane w poszczególnych krokach.

Rezygnacja z wybranych pomiarów mo»e by¢ ±rodkiem umo»liwiaj¡cym zachowanie niezmienio-
nej cz¦stotliwo±ci próbkowania w przypadku, gdy ograniczona przepustowo±¢ sieci nie pozwala na
przesyª kompletu danych. Zabieg ten mo»na jednak stosowa¢ równie» wtedy, gdy sie¢ dysponuje
wprawdzie dostatecznymi zasobami do przesªania wszystkich danych, ale wi¡»e si¦ to ze znacznym
zwi¦kszeniem warto±ci lub waha« opó¹nie« komunikacji, a w konsekwencji � z istotnym pogorsze-
niem jako±ci sterowania.

W dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu przedstawiono sposób wyznaczenia suboptymalnego harmono-
gramu niejednoczesnego próbkowania sygnaªów wyj±ciowych dla przypadku obiektu SIMO drugiego
rz¦du, w którym pomiarowi podlegaj¡ obie zmienne stanu (n = 2, y(t) = x(t) ∈ R2). Rozwa»ania
mo»na ªatwo uogólni¢ na obiekt o wy»szym rz¦dzie oraz o wielu wej±ciach. Rozwi¡zania poszukiwano
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Rys. III.65: Rozproszony ukªad regulacji z estymacj¡ stanów, które nie podlegaj¡ pomiarowi w da-
nym kroku oblicze« (E � estymator stanu, DC � kompensator dynamiczny, DAC � przetwornik
cyfrowo-analogowy, ADC1, ADCn � przetworniki analogowo-cyfrowe).

w klasie harmonogramów okresowych, o okresie nie dªu»szym od zadanego parametru. Zaªo»ono,
»e w ka»dym kroku próbkowana jest dokªadnie jedna wspóªrz¦dna stanu. Dla ka»dego z rozpatry-
wanych harmonogramów wyznaczono, na drodze oblicze« numerycznych, regulator suboptymalny,
który minimalizowaª stochastyczny, wariancyjny wska¹nik jako±ci. Porównuj¡c suboptymalne warto-
±ci wska¹ników dla poszczególnych harmonogramów, wybrano najlepszy z nich. Ka»demu ze schema-
tów próbkowania odpowiadaªa inna suboptymalna warto±¢ macierzy wzmocnie« u»ytego regulatora
proporcjonalnego. Sposób jej wyznaczania opisany jest w dalszej cz¦±ci opracowania.

III.2.2.1 Harmonogramy próbkowania

Przyjmijmy, »e opó¹nienia transmisji wnoszone przez sie¢ przesyªu danych s¡ pomijalnie maªe oraz
»e pakiety dostarczane s¡ niezawodnie (nie s¡ gubione). Zaªó»my, »e ze wzgl¦du na ograniczon¡ prze-
pustowo±¢ sieci, w jednym okresie próbkowania T mo»liwe jest przesªanie wyniku pomiaru jedynie
jednego sygnaªu wyj±ciowego obiektu. Jeden z harmonogramów próbkowania, który mo»na wówczas
zastosowa¢, polega na cyklicznym pobieraniu danych z obu czujników na przemian. Jest on okresowy,
a jego okres podstawowy, wyra»ony w jednostkach równych T , wynosi 2 (sekwencja próbkowania po-
wtarza si¦ co dwa odcinki T ). Odpowiadaj¡cy mu sposób próbkowania przedstawiono schematycznie
na rysunku III.66a. Harmonogram ten b¦dziemy dalej nazywa¢ naprzemiennym. Przykªad innego
harmonogramu, równie» okresowego, pokazany jest na rysunku III.66b. Jego okres wynosi 3. Tutaj
w ramach pojedynczej sekwencji próbkowania jeden z sygnaªów jest mierzony dwukrotnie cz¦±ciej
od drugiego. Harmonogram tego typu b¦dziemy dalej nazywany nietrywialnym. Nale»y tu jeszcze
wspomnie¢ o dwóch harmonogramach okresowych, o okresie równym 1, polegaj¡cych na próbkowa-
niu we wszystkich chwilach czasu wyª¡cznie jednego (pierwszego albo drugiego) wyj±cia obiektu.
Dalej nazywa¢ je b¦dziemy wyª¡cznymi (rysunek III.66c i d). Wreszcie na rysunku III.66e przedsta-
wiono harmonogram odpowiadaj¡cy przypadkowi, gdy w ka»dym kroku próbkowania dokonywany
jest pomiar wszystkich sygnaªów wyj±ciowych. B¦dzie on wykorzystywany dalej jako przypadek po-
równawczy (albo odniesienia), zapewniaj¡cy (umownie) najwy»sz¡ mo»liw¡ do osi¡gni¦cia jako±¢
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Rys. III.66: Ró»ne sposoby próbkowania wyj±¢ obiektu: a) harmonogram naprzemienny, b) harmo-
nogram nietrywialny, c), d) harmonogramy wyª¡czne, e) harmonogram jednoczesny.

regulacji. Nazwiemy go jednoczesnym.

Poni»ej pokazano, jak dla ka»dego z harmonogramów próbkowania estymowa¢ w kompensatorze
dynamicznym brakuj¡ce dane oraz jak dobra¢ regulator suboptymalny w sensie pewnego stocha-
stycznego wska¹nika jako±ci. Porównuj¡c warto±ci wska¹ników jako±ci, otrzymane dla poszczegól-
nych harmonogramów, mo»na wybra¢ najlepszy z nich, gwarantuj¡cy najwy»sz¡ jako±¢ regulacji.
Poszukiwania takie prowadzono w klasie harmonogramów okresowych (do której nale»¡ wszystkie
opisane wy»ej warianty), z pomini¦ciem jednoczesnego, o okresie nie wi¦kszym od zadanej liczby
kroków.

III.2.2.2 Obiekt regulacji

Liniowy, stacjonarny, sko«czenie wymiarowy obiekt regulacji SIMO drugiego rz¦du z czasem ci¡gªym
Pc opisany jest równaniami stanu

ẋ(t) = A x(t) + B u(k) (III.59a)

y(t) = x(t) (III.59b)

gdzie

t ∈ [0, ∞) , x(t), y(t) ∈ R2, u(t) ∈ R, A ∈ R2×2, B ∈ R2×1

Sygnaª wyj±ciowy y(t) rozpatrywanego obiektu jest równy jego stanowi x(t). Po uzupeªnieniu ele-
mentu Pc o pracuj¡ce synchronicznie urz¡dzenia próbkuj¡ce oraz ekstrapolator zerowego rz¦du
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(rysunek III.65), otrzymuje si¦ obiekt z czasem dyskretnym Pd, opisany równaniami stanu

x[k + 1] = Φx[k] + Γ u[k] + v[k] (III.60a)

y[k] = x[k]

gdzie

k ∈ N, x[k], y[k], v[k] ∈ R2, u[k] ∈ R, Φ ∈ R2×2, Γ ∈ R2×1

W tym przypadku x[k] oraz u[k] oznaczaj¡ warto±ci sygnaªów x(t) i u(t) w dyskretnych chwilach
czasu tk = k T , w których zachodz¡ próbkowania oraz akcje ekstrapolatora ZOH

x[k] = x(k T ), u(t) = u[k] dla t ∈ [k T, (k + 1)T )

za± macierze Φ i Γ zale»¡ od A i B wedªug formuªy (III.3). W równaniu (III.60a) dodatkowo
uwzgl¦dniono oddziaªuj¡ce na ukªad wektorowe zakªócenia stochastyczne v[k]. Zakªada¢ b¦dziemy,
»e maj¡ one zerow¡ warto±¢ oczekiwan¡, w ró»nych chwilach czasu s¡ losowo niezale»ne od siebie,
za± ich macierz kowariancji nie zale»y od czasu i wynosi V

E{v[k]} = 0 ∈ R2, k ∈ N (III.61a)

E{v[i] v[j]T} =





V i = j

0 ∈ Rn×n, i 6= j
, i, j ∈ N (III.61b)

V T = V ∈ Rn×n, V = const, V > 0

Obiekt Pd drugiego rz¦du (n = 2), na który oddziaªuj¡ zakªócenia v, ma jedno wej±cie (p = 1) oraz
dwa wyj±cia (q = 2), nios¡ce wprost peªn¡ informacj¦ o jego stanie (y = x).

III.2.2.3 Wska¹nik jako±ci

Do oceny jako±ci regulacji wykorzystamy wska¹nik jako±ci b¦d¡cy sum¡ wa»on¡ o dodatnich wagach
(dodatni¡ kombinacj¡ liniow¡) granicznych warto±ci wariancji poszczególnych zmiennych stanu x1

i x2. Rozpatrywane b¦dzie zadanie stabilizacji stanu obiektu w zerowym punkcie równowagi. Je±li
zaªo»y¢, »e dla k → ∞ warto±ci oczekiwane elementów xi[k] wektora stanu x[k] zmierzaj¡ do zera
(dla i ∈ {1, 2}), wska¹nik jako±ci mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co

J̃(·) =
2∑

i=1

pi lim
k→∞

E
{
xi[k]2

}
, pi > 0, i ∈ {1, 2} (III.62)

gdzie symbol E{·} oznacza warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej losowej. Warto±¢ powy»szego wska¹nika jest
okre±lona (istnieje), o ile istniej¡ wªa±ciwe granice obu warto±ci oczekiwanych pod znakiem sumy.
Dla harmonogramów o okresie m wi¦kszym od 1, ci¡g E{xi[k]2} nie jest zazwyczaj zbie»ny, jednak
wci¡» istnie¢ mog¡ granice podci¡gów, do których we¹mie si¦ co m-ty wyraz ci¡gu oryginalnego.

∀ d ∈ {0, 1, 2, . . . , (m− 1)} ∀ i ∈ {1, 2} ∃ lim
j→∞

E
{
xi[mj + d]2

}

Wobec tego, w miejsce (III.62), przyjmiemy now¡ de�nicj¦ wska¹nika jako±ci, jako ±redni¡ aryt-
metyczn¡ wyra»e« podobnych do (III.62), zapisanych dla wszystkich, poszczególnych zbie»nych
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podci¡gów

J(·) =
1
m

m−1∑

d=0

(
2∑

i=1

pi lim
j→∞

E
{
xi[mj + d]2

}
)

(III.63)

gdzie m jest okresem podstawowym, z jakim powtarzaj¡ si¦ granice podci¡gów macierzy kowariancji
(okresem podstawowym harmonogramu próbkowania).

III.2.2.4 Regulator i estymator stanu

Gdyby w ka»dym kroku próbkowania mierzone byªy obie wspóªrz¦dne stanu obiektu, do sterowania
nim mo»na by wykorzysta¢ proporcjonalny, macierzowy regulator od stanu u[k] = −K x[k], gdzie
K ∈ R1×2. Poniewa» jednak istniej¡ ograniczenia na dost¦pno±¢ pomiarów stanu w poszczególnych
chwilach próbkowania, konieczne jest u»ycie w zast¦pstwie jego estymaty

u[k] = −K x̂[k] (III.64)

Estymat¦ t¦ (zwan¡ dalej zasadnicz¡), mo»na wyznacza¢ przy pomocy procedury skªadaj¡cej si¦
z dwóch kroków: predykcji i korekcji [6, 7, 85]. W pierwszym z nich (predykcja) obliczana jest po-
mocnicza estymata stanu ˆ̂x[k], na podstawie znajomo±ci estymaty x̂[k − 1] i sterowania u[k − 1]

z poprzedniego kroku oraz w oparciu o znany model (III.60a) obiektu (po pomini¦ciu nieznanych
zakªóce« v[k])

ˆ̂x[k] = Φ x̂[k − 1] + Γu[k − 1] (III.65)

W drugim kroku (korekcyjnym) wektor zasadniczej estymaty x̂[k] zestawiany jest ze zmierzonego
elementu wektora x[k] oraz estymowanego elementu wektora ˆ̂x[k]. Pierwsze«stwo ma zmierzona
warto±¢ xi[k], jako zgodniejsza z rzeczywisto±ci¡. Estymat¦ ˆ̂xj [k] stosuje si¦ tylko dla tego elementu
wektora x̂[k], który nie podlegaª pomiarowi i transmisji w danym okresie próbkowania. Opisan¡
wy»ej procedur¦ konstruowania zasadniczej estymaty x̂[k] mo»na zapisa¢ wzorem

x̂[k] =

[
1 0

0 0

]
x[k] +

[
0 0

0 1

]
ˆ̂x[k] (III.66a)

je±li mierzony byª pierwszy sygnaª wyj±ciowy obiektu lub formuª¡

x̂[k] =

[
0 0

0 1

]
x[k] +

[
1 0

0 0

]
ˆ̂x[k] (III.66b)

je±li w danym okresie próbkowania pomiarowi podlegaªo drugie wyj±cie. Pierwsza macierz w powy»-
szych wzorach �pobiera� z wektora x[k] element zmierzony, za± druga �dokªada� brakuj¡cy z pomoc-
niczej estymaty ˆ̂x[k]. Estymata ˆ̂x[k] stanowi przybli»enie stanu x[k], wyznaczone w oparciu o dane
zmierzone do chwili czasu o numerze k − 1 wª¡cznie, za± x̂[k] uwzgl¦dnia równie» pomiar z k-tej
chwili czasu, co mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co

ˆ̂x[k] = x̂[k | k − 1], x̂[k] = x̂[k | k]

Wzór (III.64) regulatora C oraz formuªy (III.65) i (III.66a)�(III.66b) estymatora E opisuj¡ akcje
podejmowane w pojedynczym kroku próbkowania przez kompensator dynamiczny DC, przedsta-
wiony na rysunku III.65. Kolejno±¢ tych oblicze« pokazano schematycznie diagramem na rysunku
III.67. Wzory (III.66a)�(III.66b) mo»na zapisa¢ w zwartej formie jako
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Rys. III.67: Schematyczne przedstawienie kolejno±ci oblicze« przeprowadzanych w kompensatorze.

x̂[k] = S(s(k))x[k] +
(
I − S(s(k))

) ˆ̂x[k] (III.67)

gdzie symbole S(·) oraz I−S(·) oznaczaj¡ macierze (a ±ci±lej � funkcje o warto±ciach macierzowych)
wyst¦puj¡ce w prawych stronach równa« (III.66a) i (III.66b). Z kolei warto±¢ s(k) ci¡gu s(·), b¦d¡ca
argumentem funkcji S(·), to numer elementu wektora stanu, który podlega pomiarowi w k-tej chwili
czasu

S : {1, 2} → Rn×n (III.68)

s : N→ {1, 2} (III.69)

Macierz S(i) dla i ∈ {1, 2} posiada dokªadnie jeden niezerowy element � jedynk¦ na i-tej pozycji
na przek¡tnej gªównej

S(1) = S1 =

[
1 0

0 0

]
, S(2) = S2 =

[
0 0

0 1

]

Przy pomocy tak zde�niowanej macierzy (funkcji) S(·) mo»na opisa¢ harmonogramy: naprzemienny,
nietrywialny oraz wyª¡czny. By w jednolity sposób potraktowa¢ równie» harmonogram jednoczesny,
rozszerzymy nast¦puj¡co de�nicj¦ S(·)

S(3) = S3 =

[
1 0

0 1

]
= I ∈ R2×2

Liczba 3 reprezentuje tu jednoczesny pomiar obu wyj±¢ 1 i 2. Konsekwentnie, wzory (III.68) i (III.69)
nale»y zast¡pi¢ przez

S : {1, 2, 3} → Rn×n

s : N→ {1, 2, 3}

Interpretacja warto±ci przyjmowanych przez ci¡g s (·) jest nast¦puj¡ca

s(k) =





1, gdy w k-tym kroku mierzony jest pierwszy element wektora stanu

2, gdy w k-tym kroku mierzony jest drugi element wektora stanu

3, gdy w k-tym kroku mierzone s¡ oba elementy wektora stanu

Ci¡gi
(
s(k)

)∞
k=0

, odpowiadaj¡ce harmonogramom okresowym, równie» posiadaj¡ wªasno±¢ okreso-
wo±ci. Oznaczmy okres podstawowy ci¡gu s przez m. Kilka przykªadowych ci¡gów, odpowiadaj¡cych
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harmonogramom zilustrowanym na rysunku III.66, podano poni»ej

naprzemienny:
(
s(k)

)∣∣∞
k=0

=
(
1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, · · · ) , m = 2

nietrywalny:
(
s(k)

)∣∣∞
k=0

=
(
1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 3, · · · ) , m = 3

wyª¡czny:
(
s(k)

)∣∣∞
k=0

=
(
1, 1, 1, 1, · · · ) , m = 1

wyª¡czny:
(
s(k)

)∣∣∞
k=0

=
(
2, 2, 2, 2, · · · ) , m = 1

jednoczesny:
(
s(k)

)∣∣∞
k=0

=
(
3, 3, 3, 3, · · · ) , m = 1

Naprzemiennymi górnymi i dolnymi pod- i nadkre±leniami elementów ci¡gów oznaczono wyst¦puj¡ce
w nich powtarzaj¡ce si¦ okresowo sekwencje.

III.2.2.5 Rozszerzone równanie stanu

Obecnie przejdziemy do wyznaczenia zast¦pczego opisu caªego ukªadu regulacji (zªo»onego z obiektu
Pd i kompensatora DC) przy pomocy wspólnego równania stanu, które przybierze posta¢

x̄[k + 1] = Φ̄
(
s(k)

)
x̄[k] + Γ̄

(
s(k)

)
v[k] (III.71)

Równanie to jest (w ogólno±ci) niestacjonarne, bowiem macierze Φ̄(·) i Γ̄(·) zale»¡ od wyrazów ci¡gu
s(k). Symbol x̄[k] oznacza rozszerzony wektor stanu

x̄[k] =

[
x[k]

x̃[k]

]
(III.72)

zªo»ony ze stanu x[k] obiektu Pd (równanie stanu (III.60a)) oraz odchyªki x̃[k]. Ta ostatnia jest
równa ró»nicy mi¦dzy pomocnicz¡ estymat¡ stanu ˆ̂x[k] a stanem x[k] (porównaj z dowodem stabil-
no±ci obserwatora Luenbergera w pracy [86])

x̃[k] = ˆ̂x[k]− x[k] (III.73)

Dalsze rozwa»ania podzielone s¡ na dwa etapy: w pierwszym z nich wyprowadzona jest zale»no±¢
x̃[k + 1] od x[k], x̃[k] i v[k], w drugim � zale»no±¢ x[k + 1] od tych samych wielko±ci. Wyniki obu
etapów posªu»¡ do skonstruowania równania stanu (III.71) i wyznaczenia macierzy Φ̄(·) i Γ̄(·).
Rozpoczynaj¡c pierwszy etap, zapiszemy równanie (III.73) dla chwili czasu o numerze k + 1

x̃[k + 1] = ˆ̂x[k + 1]− x[k + 1]

Wstawiaj¡c do niego wzory (III.65) (z argumentem przesuni¦tym o jeden) oraz (III.60a), otrzymuje
si¦

x̃[k + 1] = Φ x̂[k] + Γ u[k]− Φx[k]− Γu[k]− v[k]

i dalej

x̃[k + 1] = Φ x̂[k]− Φ x[k]− v[k]

Wynikiem wstawienia w powy»szym za x̂[k] prawej strony (III.67) jest równanie

x̃[k + 1] = ΦS(s(k))x[k] + Φ (I − S(s(k))) ˆ̂x[k]− Φx[k]− v[k]
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które mo»na przeksztaªci¢ nast¦puj¡co

x̃[k + 1] = Φ (S(s(k))− I) x[k] + Φ (I − S(s(k))) ˆ̂x[k]− v[k]

Z powy»szego otrzymuje si¦ wzór

x̃[k + 1] = Φ (I − S(s(k)))
(ˆ̂x[k]− x[k]

)− v[k]

który wobec (III.73) przyjmuje ostatecznie form¦

x̃[k + 1] = Φ (I − S(s(k))) x̃[k]− v[k] (III.74)

opisuj¡c¡, jak x̃[k + 1] zale»y od x̃[k] i v[k].

W drugim etapie oblicze« wyjdziemy od równania stanu obiektu (III.60a), które wobec formuªy
regulatora (III.64), przyjmuje posta¢

x[k + 1] = Φx[k]− Γ K x̂[k] + v[k]

a nast¦pnie, po zast¡pieniu estymaty x̂[k] praw¡ stron¡ (III.67), otrzymuje form¦

x[k + 1] = Φx[k]− Γ K S(s(k))x[k]− Γ K (I − S(s(k))) ˆ̂x[k] + v[k] (III.75)

Z równania (III.73) wynika wzór

ˆ̂x[k] = x̃[k] + x[k]

Z jego pomoc¡ równanie (III.75) przeksztaªca si¦ do postaci

x[k + 1] =Φx[k]− Γ K S(s(k))x[k]− ΓK (I − S(s(k))) x̃[k]− ΓK x[k]+

+ΓK S(s(k))x[k] + v[k]

Po uproszczeniach i zgrupowaniu wyrazów dostaje si¦ formuª¦

x[k + 1] = (Φ− Γ K) x[k] + ΓK (S(s(k))− I) x̃[k] + v[k] (III.76)

opisuj¡c¡ zale»no±¢ x[k + 1] od x[k], x̃[k] oraz v[k].

Na podstawie wzorów (III.74) i (III.76) mo»na skonstruowa¢ podane ni»ej równanie stanu
[
x[k + 1]

x̃[k + 1]

]
=

[
Φ− ΓK Γ K (S(s(k))− I)

0 Φ (I − S(s(k)))

] [
x[k]

x̃[k]

]
+

[
I

−I

]
v[k]

odpowiadaj¡ce schematowi (III.71). Wyst¦puj¡ca w nim macierz stanu Φ̄(·) mo»e przyjmowa¢ na-
st¦puj¡ce warto±ci

Φ̄(1) = Φ̄1 =

[
Φ− ΓK ΓK (S1 − I)

0 Φ (I − S1)

]
(III.77a)

Φ̄(2) = Φ̄2 =

[
Φ− ΓK ΓK (S2 − I)

0 Φ (I − S2)

]
(III.77b)

Φ̄(3) = Φ̄3 =

[
Φ− ΓK ΓK (S3 − I)

0 Φ (I − S3)

]
=

[
Φ− ΓK 0

0 0

]
(III.77c)

za± macierz wej±cia Γ̄(·) pozostaje staªa

Γ̄(1) = Γ̄1 = Γ̄(2) = Γ̄2 = Γ̄(3) = Γ̄3 =

[
I

−I

]
(III.78)
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III.2.2.6 Modele matematyczne ukªadu regulacji dla ró»nych harmonogramów prób-
kowania

W kolejnych czterech podrozdziaªach rozwa»a¢ b¦dziemy wymienione wcze±niej okresowe harmo-
nogramy próbkowania (jednoczesny, wyª¡czny, naprzemienny, nietrywialny). Dla ka»dego z nich
okre±limy warunek stabilno±ci ukªadu regulacji oraz wyprowadzimy formuª¦ pozwalaj¡c¡ wyzna-
czy¢ warto±¢ wska¹nika jako±ci.

Harmonogram jednoczesny

Stabilno±¢ ukªadu regulacji

W przypadku harmonogramu jednoczesnego ci¡g s(·) jest ci¡giem staªym

s(k) = 3, ∀ k ∈ N

Jego okres podstawowy to m = 1. Rozszerzone równanie stanu (III.71) jest w takim przypadku
stacjonarne

x̄[k + 1] = Φ̄(3) x̄[k] + Γ̄(3) v[k], k ∈ N (III.79)

Zgodnie z twierdzeniem III.1, przy braku zakªóce« v, warunek jego asymptotycznej stabilno±ci jest
nast¦puj¡cy

λ
(
Φ̄(3)

) ⊂ C¯

Macierz Φ̄(3) (III.77c) ma posta¢ blokowo-diagonaln¡. St¡d wynika, »e zbiór jej warto±ci wªasnych
jest sum¡ mnogo±ciow¡ widm poszczególnych bloków. Warto±ci wªasne bloku zerowego s¡ wszystkie
równe zeru i speªniaj¡ tym samym warunek nale»enia do C¯. Wobec tego warunkiem koniecznym
i dostatecznym asymptotycznej stabilno±ci ukªadu jest inkluzja

λ(Φ− ΓK) ⊂ C¯

Wynik nie jest zaskakuj¡cy � przy próbkowaniu jednoczesnym estymacja stanu praktycznie nie jest
prowadzona, a steruje si¦ w oparciu o peªny pomiar stanu obiektu.

Wska¹nik jako±ci

Dla harmonogramu jednoczesnego równanie (III.79), zapisane w rozwini¦tej formie, przyjmuje po-
sta¢

[
x[k + 1]

x̃[k + 1]

]
=

[
Φ− ΓK 0

0 0

] [
x[k]

x̃[k]

]
+

[
I

−I

]
v[k]

z której wynikaj¡ nast¦puj¡ce dwie formuªy

x[k + 1] = (Φ− Γ K) x[k] + v[k]

x̃[k + 1] = −v[k] (III.80a)
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Obªó»my pierwsze z powy»szych równa« operatorem warto±ci oczekiwanej E{·}. Korzystaj¡c z wªa-
sno±ci liniowo±ci tej operacji otrzymamy

E{x[k + 1]} = (Φ− Γ K) E{x[k]}+ E{v[k]}

Powy»szy wzór, wobec zaªo»onej zerowej warto±ci oczekiwanej zakªóce« v[k] (porównaj (III.61a)),
przyjmuje posta¢

E{x[k + 1]} = (Φ− Γ K) E{x[k]}

Z powy»szego wynika, »e je±li ukªad regulacji jest asymptotycznie stabilny (macierz Φ − Γ K jest
macierz¡ Schurowsk¡), to warto±¢ oczekiwana stanu zmierza z czasem do zera

lim
k→∞

E{x[k]} = 0 ∈ Rn, ∀ x(0) ∈ Rn

Z kolei równania (III.80a) oraz (III.61a) implikuj¡ zerowanie si¦ warto±ci oczekiwanej x̃[k] dla k > 1

E{x̃[k]} = E{−v[k − 1]} = 0 ∈ Rn, k > 1

za± na podstawie (III.80a) oraz (III.61b) ªatwo wyznaczy¢ macierz kowariancji odchyªki x̃[k]

E
{
x̃[k] x̃[k]T

}
= E

{
v[k − 1] v[k − 1]T

}
= V ∈ R2×2, k ∈ N \ {1}

Obecnie przejdziemy do wyznaczenia warto±ci wska¹nika jako±ci J , który dla m = 1 wyra»a si¦
wzorem (porównaj (III.63))

J(·) = p1 lim
k→∞

E{x1(k)2}+ p2 lim
k→∞

E{x2(k)2}

Korzystaj¡c z macierzy kowariancji E{x[k] x[k]T} wektora x[k], wzór ten mozna zapisa¢ nast¦puj¡co

J(·) = tr

([
p1 0

0 p2

]
lim

k→∞
E

{[
x1(k)2 •
• x2(k)2

]})
(III.81)

lub w skrócie

J(·) = tr
(

P lim
k→∞

E
{
x[k] x[k]T

})
(III.82)

gdzie tr oznacza operacj¦ obliczania ±ladu macierzy, za± P to macierz diagonalna z wagami pi na
przek¡tnej gªównej

P = diag (p1, p2) (III.83)

Znak • we wzorze (III.81) umieszczono w miejscu elementów macierzy, których warto±¢ nie jest
istotna dla dalszych oblicze«. Wyznaczmy macierz kowariancji E{x[k + 1] x[k + 1]T}, korzystaj¡c
z równania stanu (III.60a)

E
{
x[k + 1]x[k + 1]T

}
= E

{
[(Φ− Γ K) x[k] + v[k]] [(Φ− ΓK) x[k] + v[k]]T

}

Po przeksztaªceniach otrzymujemy

E
{
x[k + 1] x[k + 1]T

}
=(Φ− ΓK) E

{
x[k]x[k]T

}
(Φ− Γ K)T + E

{
v[k] v[k]T

}
+

− (Φ− ΓK) E
{
x[k] v[k]T

}− E
{
v[k]x[k]T

}
(Φ− Γ K)T

(III.84)
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Dwa spo±ród skªadników s¡ zerowe

E
{
x[k] v[k]T

}
= 0 ∈ R2×2, E

{
v[k] x[k]T

}
= 0 ∈ R2×2

bowiem x[k] i v[k] s¡ losowo niezale»ne, a st¡d wynika ich nieskorelowanie (zerowanie si¦ ich kowa-
riancji). Wprowadzaj¡c dodatkowo oznaczenie

X(k) = E
{
x[k] x[k]T

}
, X(k) = X(k)T (III.85)

i wykorzystuj¡c równo±¢ (III.61b), równanie (III.84) mo»na zapisa¢ jako

X(k + 1) = (Φ− ΓK) X(k) (Φ− ΓK)T + V

Stosuj¡c przej±cie graniczne k →∞ oraz wykorzystuj¡c notacj¦

X(∞) = X∞ = lim
k→∞

X(k) (III.86)

otrzymuje si¦ (zamieniaj¡c dodatkowo kolejno±¢ elementów) równanie

(Φ− ΓK) X(∞) (Φ− Γ K)T −X(∞) = −V

Ma ono posta¢ równania Lapunowa (w wersji dla systemów z czasem dyskretnym). Jego rozwi¡zanie
X(∞) pozwala wyznaczy¢ warto±¢ wska¹nika jako±ci regulacji, który zgodnie z (III.82) i (III.86)
wyra»a si¦ wzorem

J(·) = tr
(

P lim
k→∞

X(k)
)

= tr (P X(∞)) (III.87)

i który jest funkcj¡ nastaw regulatora K

J(·) = J(K) = J(k1, k2)

Minimum wska¹nika jako±ci mo»na poszukiwa¢, przyrównuj¡c do zera jego gradient wzgl¦dem K.
W ten sposób otrzymuje si¦ ukªad dwóch równa«

∂J(k1, k2)
∂k1

= 0,
∂J(k1, k2)

∂k2
= 0

Dodatkowo sprawdzi¢ nale»y dodatni¡ okre±lono±¢ hesjanu
[
∂2J(k1, k2)

∂ki ∂kj

]

2×2

>

[
0 0

0 0

]

Wedªug kryterium Sylwestera [9, 66, 67], warunkiem koniecznym i dostatecznym dla niej jest speª-
nienie ukªadu nierówno±ci

∂2J(k1 k2)
∂k2

1

> 0

∂2J(k1 k2)
∂k2

1

· ∂2J(k1 k2)
∂k2

2

− ∂2J(k1 k2)
∂k1∂k2

· ∂2J(k1 k2)
∂k2∂k1

> 0
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Harmonogram wyª¡czny � próbkowanie wyª¡cznie r-tej zmiennej stanu

Stabilno±¢ ukªadu regulacji

Zaªó»my, »e w ukªadzie regulacji próbkowana jest wyª¡cznie jedna, r-ta zmienna stanu (r = 1 albo
r = 2). Wówczas

s(k) = r = conts, ∀ k ∈ N (III.89)

a równanie (III.71) staje si¦ stacjonarne. Warunkiem asymptotycznej stabilno±ci ukªadu z rozwa»a-
nym harmonogramem, przy braku zakªóce« v, jest zawieranie si¦ widma macierzy Φ̄(r) ((III.77a)
dla r = 1 lub (III.77b) dla r = 2) w zbiorze C¯. Poniewa» ma ona struktur¦ bokowo-trójk¡tn¡,
warunek ten jest równowa»ny koniunkcji dwóch inkluzji

λ (Φ− ΓK) ⊂ C¯ ∧ λ (Φ (I − Sr)) ⊂ C¯

Wska¹nik jako±ci

Wyznaczmy warto±¢ macierzy kowariancji E
{
x̄[k + 1] x̄[k + 1]T

}
rozszerzonego wektora stanu

x̄ [k + 1], wykorzystuj¡c równanie stanu (III.71) z macierzami Φ̄ (r) ((III.77a) albo (III.77b)) oraz
Γ̄ (r) (III.78) i uwzgl¦dniaj¡c (III.89)

E
{
x̄[k + 1] x̄[k + 1]T

}
= E

{[
Φ̄(r) x̄[k] + Γ̄(r) v[k]

] [
Φ̄(r) x̄[k] + Γ̄(r) v[k]

]T
}

Na mocy liniowo±ci operacji E{·} mamy

E
{
x̄[k + 1] x̄[k + 1]T

}
=Φ̄(r) E

{
x̄[k] x̄[k]T

}
Φ̄(r)T + Γ̄(r) E

{
v[k] x̄[k]T

}
Φ̄(r)T+

+Φ̄(r) E
{
x̄[k] v[k]T

}
Γ̄(r)T + Γ̄(r) E

{
v[k] v[k]T

}
Γ̄(r)T

(III.90)

Wiedz¡c »e

E
{
v[k] x̄[k]T

}
= 0 ∈ R2×2, E

{
x̄[k] v[k]T

}
= 0 ∈ R2×2, E

{
v[k] v[k]T

}
= V

z równania (III.90) otrzymujemy

E
{
x̄[k + 1] x̄[k + 1]T

}
= Φ̄(r) E

{
x̄[k] x̄[k]T

}
Φ̄(r)T + Γ̄(r) E

{
v[k] v[k]T

}
Γ̄(r)T

Wprowadzaj¡c oznaczenie

X̄(k) = E
{
x̄[k] x̄[k]T

}
(III.91)

powy»sze mo»na zapisa¢ jako

Φ̄(r) X̄(k) Φ̄(r)T − X̄(k + 1) = −Γ̄(r) V Γ̄(r)T

Po przej±ciu z k w granicy do niesko«czono±ci otrzymuje si¦ równanie Lapunowa

Φ̄(r) X̄(∞) Φ̄(r)T − X̄(∞) = −Γ̄(r)V Γ̄(r)T (III.92)
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gdzie X̄(∞) = limk→∞ X̄(k). Z de�nicji X̄(k) oraz z (III.72) wynika równo±¢

X̄(k) = E
{
x̄[k] x̄[k]T

}
= E

{[
x[k]

x̃[k]

] [
x[k]T x̃[k]T

]}
=

=

[
E

{
x[k] x[k]T

}
E

{
x[k] x̃[k]T

}

E
{
x̃[k] x[k]T

}
E

{
x̃[k] x̃[k]T

}
]

=

[
X(k) •
• •

]

gdzie symbol • oznacza bloki macierzowe o warto±ciach nieistotnych dla obecnych rozwa»a«. Skon-
struujmy macierz P̄ w nast¦puj¡cy sposób (macierz wag P okre±lona jest wzorem (III.83))

P̄ =

[
P 0

0 0

]

Zachodzi równo±¢

P̄ X̄(∞) =

[
P 0

0 0

] [
X(∞) •
• •

]
=

[
P X(∞) •

0 0

]

z której wynika

tr
(
P̄ X̄

)
= tr (P X) + tr (02×2) = tr (P X)

gdzie 02×2 oznacza macierz zerow¡ o rozmarze 2 na 2. St¡d wska¹nik jako±ci (III.63) dla m = 1

mo»na wyrazi¢ jako (porównaj (III.87))

J(·) = tr (P X(∞)) = tr
(
P̄ X̄(∞)

)
(III.93)

gdzie X̄ (∞) jest rozwi¡zaniem równania (III.92). Jak poprzednio, minimum wska¹nika szuka si¦
przyrównuj¡c do zera jego gradient oraz sprawdzaj¡c okre±lono±¢ hesjanu. Warunki te zapisuje si¦
nast¦puj¡co

∇K J(K) = gradK J(K) =
∂J(K)

∂K
=

[
∂J(k1, k2)

∂kj

]

1×2

=
[
0 0

]
= 0 ∈ R1×2

∇2
K J(K) = HK J(K) =

[
∂2J(k1, k2)

∂ki ∂kj

]

2×2

>

[
0 0

0 0

]
= 0 ∈ R2×2

Harmonogram naprzemienny

Stabilno±¢ ukªadu regulacji

Rozpatrzmy harmonogram naprzemienny o okresie m = 2, w którym ci¡g s(·) okre±lony jest nast¦-
puj¡co

s(k) =





1, dla k parzystych

2, dla k nieparzystych
, {s (k)}|∞k=0 =

(
1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .

)
(III.95)

Dla takiego harmonogramu system (III.71) jest niestacjonarny, ale ma okresow¡ macierz stanu
Φ̄ (s (k)). Zgodnie z twierdzeniem III.2, przy braku zakªóce« v, warunek asymptotycznej stabilno±ci
systemu (III.71) jest nast¦puj¡cy

λ
(
Φ̄ (2) Φ̄ (1)

) ⊂ C¯
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Wska¹nik jako±ci

Dla rozwa»anych wy»ej harmonogramów (jednoczesnego i wyª¡cznego) o okresie m = 1 istniaªy
granice przy k → ∞ ci¡gu X(k) macierzy kowariancji wektora x[k] (wielko±¢ X(k) zde�niowano
wzorem (III.85) na stronie 140). W przypadku rozpatrywanego obecnie harmonogramu o okresie
m = 2 granica taka istnie« nie musi. Mo»na natomiast wykaza¢, »e dla asymptotycznie stabilnego
ukªadu regulacji istniej¡ granice podci¡gów wzi¦tych odpowiednio dla parzystych i nieparzystych
argumentów k. Wprowad¹my wobec tego nast¦puj¡ce dwa oznaczenia

J0(·) = tr

(
P

[
lim
k→∞

k mod 2=0

E
{
x[k] x[k]T

}
])

= tr

(
P

[
lim
k→∞

k mod 2=0

X(k)

])
=

= tr

(
P̄

[
lim
k→∞

k mod 2=0

X̄(k)

]) (III.96a)

J1(·) = tr

(
P

[
lim
k→∞

k mod 2=1

E
{
x[k] x[k]T

}
])

= tr

(
P

[
lim
k→∞

k mod 2=0

X(k + 1)

])
=

= tr

(
P̄

[
lim
k→∞

k mod 2=0

X̄(k + 1)

]) (III.96b)

wzorowane na formule (III.93). Zgodnie ze wzorem (III.63), wska¹nik jako±ci jest ±redni¡ arytme-
tyczn¡ J0(·) i J1(·)

J(·) =
1
2

(
J0(·) + J1(·)

)
(III.97)

U»yty we wzorach (III.96a) i (III.96b) zapis k mod m oznacza (dla liczb naturlnych k i m) reszt¦
z dzielenia k przez m. By obliczy¢ warto±¢ wska¹nika jako±ci, nale»y pozna¢ warto±ci dwóch granic
limk→∞X(k), odpowiednio dla k parzystych oraz nieparzystych. W praktyce wystarczy wyznaczy¢
jedn¡ z tych granic (na przykªad dla parzystych k), bowiem druga (dla k nieparzystych) zwi¡zana jest
z ni¡ prostym wzorem. Poni»ej wyprowadzimy kolejno zale»no±¢ mi¦dzy granicami dla k parzystych
i nieparzystych oraz poka»emy, jak wyznaczy¢ jedn¡ z nich (dla parzystych k).

Dalsze obliczenia przeprowadzimy przy zaªo»eniu, »e zmienna k przyjmuje wyª¡cznie warto±ci pa-
rzyste (k mod 2 = 0). Wstawiaj¡c do równania (III.91) praw¡ stron¦ wzoru (III.71), otrzymuje
si¦

X̄(k) = E
{[

Φ̄(1) x̄[k] + Γ̄(1) v[k]
] [

Φ̄(1) x̄[k] + Γ̄(1) v[k]
]T

}
, k|2 (III.98)

gdzie zapis k|2 oznacza cech¦ podzielno±ci k przez 2. Argument funkcji Φ̄(·) i Γ̄(·) wynosi jeden,
co wynika z (III.95) oraz zaªo»enia o parzysto±ci k. Na mocy liniowo±ci operacji E{·}, z (III.98)
otrzymujemy równanie

X̄(k + 1) = E
{
Φ̄(1) x̄[k] x̄[k]T Φ̄(1)T + Φ̄(1) x̄[k] v[k]T Γ̄(1)T +

+ Γ̄(1) v[k] x̄[k]T Φ̄(1)T + Γ̄(1) v[k] v[k]T Γ̄(1)T
}

które wobec zale»no±ci

E
{
x̄[k] v[k]T

}
= 0 ∈ R2×2, E

{
v[k] x̄[k]T

}
= 0, E

{
v[k] v[k]T

}
= V

143



upraszcza si¦ do postaci

X̄(k + 1) = Φ̄(1) X̄(k) Φ̄(1)T + Γ̄(1)V Γ̄(1)T, k|2 (III.99)

Po przej±ciu z k w granicy do ∞ dla k|2 otrzymuje si¦

lim
k→∞

k mod 2=0

X̄(k + 1) = Φ̄(1)

[
lim
k→∞

k mod 2=0

X̄(k)

]
Φ̄(1)T + Γ̄(1)V Γ̄(1)T (III.100)

Powy»szy wzór pozwala wyznaczy¢ granic¦ X̄(k) przy k → ∞ dla nieparzystych k, gdy znana jest
warto±¢ granicy dla k parzystych. Dalej poka»emy, jak znale¹¢ t¦ ostatni¡. Jak poprzednio zakªada¢
b¦dziemy, »e k jest podzielne przez m = 2. Wyznaczymy zale»no±¢ pomi¦dzy rozszerzonym wektorem
stanu x̄[·] w dwóch kolejnych parzystych chwilach czasu: k oraz k+2. Stosuj¡c dwukrotnie równanie
stanu (III.71) dla dwóch s¡siednich chwil czasu k i k + 1, uwzgl¦dniaj¡c (III.95), dostajemy

x[k + 1] = Φ̄(1)x[k] + Γ̄(1) v[k], k|2
x[k + 2] = Φ̄(2)x[k + 1] + Γ̄(2) v[k + 1], k|2

Z powy»szych formuª wynika wzór

x̄[k + 2] = Φ̄(2) Φ̄(1) x̄[k] + Φ̄(2) Γ̄(1) v[k] + Γ̄(2) v[k + 1], k|2 (III.102)

w którym wyst¦puj¡ macierze Φ̄(·) i Γ̄(·) z argumentem zarówno 1 jak i 2. Zapiszmy go w postaci

x̄(k + 2) = ¯̄Φ(1, 2) x̄[k] + ¯̄Γ1(1, 2) v[k] + ¯̄Γ2(1, 2) v[k + 1], k|2 (III.103)

gdzie

¯̄Φ(1, 2) = Φ̄(2) Φ̄(1), ¯̄Γ1(1, 2) = Φ̄(2) Γ̄(1), ¯̄Γ2(1, 2) = Γ̄(2)

Na podstawie powy»szego oraz (III.77a), (III.77b) i (III.78) mamy

¯̄Φ(1, 2) = Φ̄(2) Φ̄(1) =

[
Φ− Γ K ΓK (S2 − I)

0 Φ (I − S2)

] [
Φ− ΓK Γ K (S1 − I)

0 Φ (I − S1)

]
=

=

[
(Φ− ΓK)2 (Φ− Γ K) Γ K (S1 − I) + Γ K (S2 − I)Φ (I − S1)

0 Φ (I − S2)Φ (I − S1)

]

oraz

¯̄Γ1(1, 2) = Φ̄(2) Γ̄(1) =

[
Φ− Γ K Γ K (S2 − I)

0 Φ (I − S2)

] [
I

−I

]
=

[
Φ− ΓK S2

Φ (S2 − I)

]

¯̄Γ2(1, 2) = Γ̄(2) =

[
I

−I

]

Korzystaj¡c z de�nicji (III.91) oraz równania (III.103), wyznaczymy warto±¢ X̄(k + 2)

E
{
x̄(k + 2) x̄(k + 2)T

}
= E

{[
¯̄Φ(1, 2) x̄[k] + ¯̄Γ1(1, 2) v[k] + ¯̄Γ2(1, 2) v[k + 1]

]
×

×
[
¯̄Φ(1, 2) x̄[k] + ¯̄Γ1(1, 2) v[k] + ¯̄Γ2(1, 2) v[k + 1]

]T
}

, k|2
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Po przeksztaªceniach otrzymujemy

X̄(k + 2) = ¯̄Φ(1, 2) E
{
x̄[k] x̄[k]T

} ¯̄Φ(1, 2)T + ¯̄Φ(1, 2)E
{
x̄[k] v[k]T

} ¯̄Γ1(1, 2)T+

+¯̄Φ(1, 2)E
{
x̄[k] v[k + 1]T

} ¯̄Γ2(1, 2)T + ¯̄Γ1(1, 2) E
{
v[k] x̄[k]T

} ¯̄Φ(1, 2)T+

+¯̄Γ1(1, 2)E
{
v[k] v[k]T

} ¯̄Γ1(1, 2)T + ¯̄Γ1(1, 2)E
{
v[k] v[k + 1]T

} ¯̄Γ2(1, 2)T+

+¯̄Γ2(1, 2)E
{
v[k + 1] x̄[k]T

} ¯̄Φ(1, 2)T + ¯̄Γ2(1, 2)E
{
v[k + 1] v[k]T

} ¯̄Γ1(1, 2)T+

+¯̄Γ2(1, 2)E
{
v[k + 1] v[k + 1]T

} ¯̄Γ2(1, 2)T, k|2

(III.105)

Z losowej niezale»no±ci zakªóce« v[k] w kolejnych chwilach czasu oraz z zaªo»enia (III.61b) na stronie
133 wynikaj¡ równo±ci

E
{
x̄[k] v[k]T

}
= 0 ∈ R2×2

E
{
x̄[k] v[k + 1]T

}
= 0

E
{
v[k] x̄[k]T

}
= 0

E
{
v[k] v[k]T

}
= V

E
{
v[k] v[k + 1]T

}
= 0

E
{
v[k + 1] x̄[k]T

}
= 0

E
{
v[k + 1] v[k]T

}
= 0

E
{
v[k + 1] v[k + 1]T

}
= V

Po ich uwzgl¦dnieniu oraz zastosowaniu de�nicji (III.91), równanie (III.105) upraszcza si¦ do postaci

X̄(k + 2) = ¯̄Φ(1, 2) X̄(k) ¯̄Φ(1, 2)T + ¯̄Γ1(1, 2) V ¯̄Γ1(1, 2)T + ¯̄Γ2(1, 2)V ¯̄Γ2(1, 2)T, k|2 (III.106)

Wprowad¹my nast¦puj¡cy symbol
¯̄X(∞) = ¯̄X∞ = lim

k→∞
k mod 2=0

X̄(k)

na oznaczenie granicy podci¡gu X̄(k) dla parzystych k. Stosuj¡c t¦ notacj¦ oraz przechodz¡c w rów-
naniu (III.106) z k w granicy do ∞, otrzymujemy formuª¦

¯̄Φ(1, 2) ¯̄X(∞) ¯̄Φ(1, 2)T − ¯̄X(∞) = −
(
¯̄Γ1(1, 2) V ¯̄Γ1(1, 2)T + ¯̄Γ2(1, 2) V ¯̄Γ2(1, 2)T

)

maj¡c¡ posta¢ równania Lapunowa. W wyniku rozwi¡zania tego równania otrzymuje si¦ granic¦
¯̄X(∞) podci¡gu X̄(k) dla k parzystych. Wstawiaj¡c uzyskany wynik do wzoru (III.100), dostajemy
granic¦ dla k nieparzystych. Znajomo±¢ obu tych granic pozwala wyznaczy¢ warto±¢ wska¹nika jako-
±ci J(·), na podstawie podanych ni»ej, nieco przeksztaªconych wzorów (III.96a), (III.96b) i (III.97)

J0(·) = tr
(
P̄ ¯̄X(∞)

)
(III.107a)

J1(·) = tr
(
P̄

(
Φ̄(1) ¯̄X(∞) Φ̄(1)T + Γ̄(1)V Γ̄(1)T

))
(III.107b)

J(·) =
1
2

(
J0(·) + J1(·)

)
(III.107c)

Harmonogram nietrywialny

Opisany wy»ej przypadek harmonogramu naprzemiennego mo»na uogólni¢ na dowolny harmono-
gram okresowy o okresie podstawowym m > 2. Niesko«czony ci¡g (s (k))|∞k=0 (okre±laj¡cy numery
wyj±¢ obiektu próbkowanych w kolejnych chwilach czasu k) jest okresowy, wi¦c mo»e by¢ w jed-
noznaczny sposób scharakteryzowany przez sko«czony ci¡g (σ (k))|mk=1, skªadaj¡cy si¦ z m jego
pocz¡tkowych elementów

σ : {1, 2, 3, . . . , m} → {1, 2, 3, . . . , n} (III.108)

s(k) = σ(1 + (k mod m)) = σ(1 + (k rem m)) (III.109)
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Tutaj operatory mod b¡d¹ rem oznaczaj¡ (dla liczb naturalnych k i m) reszt¦ z dzielenia k przez
m. Aby w pojedynczym, peªnym okresie harmonogramu ka»de z dwóch wyj±¢ obiektu próbkowane
byªo przynajmniej jeden raz, musi zachodzi¢ warunek

∀ i ∈ {1, 2} ∃ j ∈ {1, 2, 3, . . . , m} : σ(j) = i

lub równowa»nie

σ({1, 2, 3, . . . , m}) = {1, 2}

Mo»e on by¢ speªniony tylko wówczas, gdy m > 2.

Stabilno±¢ ukªadu regulacji

W przypadku zastosowania harmonogramu okresowego, okresowo zmienia¢ si¦ b¦dzie macierz stanu
w równaniu (III.71). Warunek asymptotycznej stabilno±ci opisanego nim systemu, przy zaªo»eniu
braku zakªóce« v, wynika z twierdzenia III.2 i jest nast¦puj¡cy

λ
(
Φ̄(σ(m)) Φ̄(σ(m− 1)) · · · Φ̄(σ(2)) Φ̄(σ(1))

) ⊂ C¯

Wska¹nik jako±ci

Podobnie jak dla harmonogramu naprzemiennego, tak»e i tu warto±¢ wska¹nika jako±ci mo»e by¢
wyznaczona w ramach kilkuetapowej procedury. Najpierw nale»y znale¹¢ zale»no±¢ mi¦dzy macierz¡
X̄(k + m) a macierz¡ X̄(k) kowariancji wektora x̄[k] dla k podzielnych przez m. Przechodz¡c w tej
zale»no±ci z k w granicy do niesko«czono±ci, otrzymuje si¦ równanie Lapunowa. Jego rozwi¡zanie
jest równe granicy przy k → ∞ podci¡gu macierzy kowariancji X̄(k) dla k modm = 0. Dyspo-
nuj¡c tym wynikiem oraz stosuj¡c odpowiednie pomocnicze wzory, wyznacza si¦ warto±ci granic
podci¡gów macierzy X̄(k) przy k → ∞, kolejno dla k mod m = d, gdzie d przyjmuje warto±ci ze
zbioru {1, 2, · · · , (m− 1)}. Znaj¡c te granice, na podstawie wzorów analogicznych do (III.107a),
(III.107b) i (III.107c), oblicza si¦ warto±¢ wska¹nika jako±ci J(·).

Przez analogi¦ do równania (III.102), wyznaczmy zale»no±¢ mi¦dzy x[k+m] a x[k] dla k podzielnych
bez reszty przez m (k|m). Stosuj¡c rekurencyjnie, m-krotnie równanie stanu (III.71), otrzymujemy

x̄[k + m] = Φ̄(σ(m))
{
Φ̄(σ(m− 1))

[· · · 〈
Φ̄(σ(2))

(
Φ̄(σ(1)) x̄[k]+

+Γ̄(σ(1)) v[k]
)

+ Γ̄(σ(2)) v[k + 1]
〉 · · · ] + Γ̄(σ(m− 1)) v(k + m− 2)

}
+

+Γ̄(σ(m)) v(k + m− 1), k|m

a nast¦pnie

x̄[k + m] = Φ̄(σ(m)) · · · Φ̄(σ(1)) x̄[k] + Φ̄(σ(m)) · · · Φ̄(σ(2)) Γ̄(σ(1)) v[k]+

+Φ̄(σ(m)) · · · Φ̄(σ(3)) Γ̄(σ(2)) v[k + 1]+

+ · · · +

+Φ̄(σ(m)) · · · Φ̄(σ(m− 2)) Γ̄(σ(m− 3)) v(k + m− 4)+

+Φ̄(σ(m)) Φ̄(σ(m− 1)) Γ̄(σ(m− 2)) v(k + m− 3)+

+Φ̄(σ(m)) Γ̄(σ(m− 1)) v(k + m− 2) + Γ̄(σ(m)) v(k + m− 1)
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Ostatnie równanie mo»na zapisa¢ w postaci

x̄[k + m] =¯̄Φ(σ(·)) x̄[k] + ¯̄Γ1(σ(·)) v[k] + ¯̄Γ2(σ(·)) v[k + 1] + · · ·
· · · + ¯̄Γm−1(σ(·)) v(k + m− 2) + ¯̄Γm(σ(·)) v(k + m− 1)

(III.110)

gdzie

¯̄Φ(σ(·)) = Φ̄(σ(m)) Φ̄(σ(m− 1)) · · · Φ̄(σ(3)) Φ̄(σ(2)) Φ̄(σ(1))
¯̄Γ1(σ(·)) = Φ̄(σ(m)) Φ̄(σ(m− 1)) · · · Φ̄(σ(3)) Φ̄(σ(2)) Γ̄(σ(1))
¯̄Γ2(σ(·)) = Φ̄(σ(m)) Φ̄(σ(m− 1)) · · · Φ̄(σ(3)) Γ̄(σ(2))

· · ·
¯̄Γm−2(σ(·)) = Φ̄(σ(m)) Φ̄(σ(m− 1)) Γ̄(σ(m− 2))
¯̄Γm−1(σ(·)) = Φ̄(σ(m)) Γ̄(σ(m− 1))
¯̄Γm(σ(·)) = Γ̄(σ(m))

Znajd¹my X̄(k + m) = E
{
x̄[k + m] x̄[k + m]T

}
dla k mod m = 0, korzystaj¡c z równania stanu

(III.110). Po pogrupowaniu skªadników otrzymujemy

E
{
x̄[k + m] x̄[k + m]T

}
= E

{
¯̄Φ(σ(·)) x̄[k] x̄[k]T ¯̄Φ(σ(·))T+

+
m∑

i=1

¯̄Φ(σ(·)) x̄[k] v(k + i− 1)T ¯̄Γi(σ(·))T+

+
m∑

j=1

¯̄Γj(σ(·)) v(k + j − 1) x̄[k]T ¯̄Φ(σ(·))T+

+
m∑

i=1

m∑

j=1

¯̄Γi(σ(·)) v(k + i− 1) v(k + j − 1)T ¯̄Γj(σ(·))T
}

Po pomini¦ciu skªadników, których warto±¢ oczekiwana zeruje si¦ (ze wzgl¦du na wªasno±¢ losowej
niezale»no±ci zakªóce« v w kolejnych chwilach czasu) oraz uwzgl¦dnieniu równo±ci E

{
v[k] v[k]T

}
=

V , otrzymujemy

X̄(k + m) = ¯̄Φ(σ(·)) X̄(k) ¯̄Φ(σ(·))T +
m∑

i=d

¯̄Γd(σ(·))V ¯̄Γd(σ(·))T (III.112)

Wprowadzaj¡c oznaczenie

¯̄X(∞) = lim
k→∞

k mod m=0

X̄(k) (III.113)

i stosuj¡c w równaniu (III.112) przej±cie graniczne k →∞ dla k|m, dostajemy równanie Lapunowa

¯̄Φ(σ(·)) ¯̄X(∞) ¯̄Φ(σ(·))T − ¯̄X(∞) = −
m∑

i=1

¯̄Γi(σ(·))V ¯̄Γi(σ(·))T (III.114)

Warto±ci granic podobnych do (III.113), odpowiadaj¡cych sytuacji, gdy k modm = d dla d ∈
{1, 2, · · · , (m− 1)} mo»na wyznaczy¢ ze wzorów analogicznych do równania (III.100), uzyskanego
z (III.99). Stosowne obliczenia mo»na przeprowadza¢ rekurencyjnie. Dla d = 1 mamy

X̄(k + 1) = Φ̄(σ(1)) X̄(k) Φ̄(σ(1))T + Γ̄(σ(1))V Γ̄(σ(1))T (III.115)
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Dla d = 2 otrzymujemy

X̄(k + 2) = Φ̄(σ(2)) X̄(k + 1) Φ̄(σ(2))T + Γ̄(σ(2))V Γ̄(σ(2))T

a st¡d i z (III.115) dostajemy

X̄(k + 2) =Φ̄(σ(2)) Φ̄(σ(1)) X̄(k) Φ̄(σ(1))T Φ̄(σ(2))T+

+ Φ̄(σ(2)) Γ̄(σ(1))V Γ̄(σ(1))T Φ̄(σ(2))T + Γ̄(σ(2))V Γ̄(σ(2))T
(III.116)

Dla d = 3 dostajemy

X̄(k + 3) = Φ̄(σ(3)) X̄(k + 2) Φ̄(σ(3))T + Γ̄(σ(3))V Γ̄(σ(3))T

i dalej, wykorzystuj¡c (III.116)

X̄(k + 3) =Φ̄(σ(3)) Φ̄(σ(2)) Φ̄(σ(1)) X̄(k) Φ̄(σ(1))T Φ̄(σ(2))T Φ̄(σ(3))T+

+ Φ̄(σ(3)) Φ̄(σ(2)) Γ̄(σ(1))V Γ̄(σ(1))T Φ̄(σ(2))T Φ̄(σ(3))T+

+ Φ̄(σ(3)) Γ̄(σ(2))V Γ̄(σ(2))T Φ̄(σ(3))T + Γ̄(σ(3))V Γ̄(σ(3))T

Podobne obliczenia mo»na prowadzi¢ dla pozostaªych warto±ci 1 6 d 6 (m− 1). Znalazªszy granic¦
otrzymanych wyra»e«, ªatwo wyznaczy¢ wielko±ci Jd (wzorowane na (III.96a), (III.96b)) dla d ∈
{0, 1, 2, · · · , (m− 1)}

Jd(·) = tr

(
P̄

[
lim
k→∞

k mod m=0

X̄(k + d)

])
= tr

(
P̄

[
lim
k→∞

k mod m=d

X̄(k)

])
(III.117)

analogiczne do (III.107a) i (III.107b). Wska¹nik jako±ci wyra»a si¦ formuª¡

J(·) =
1
m

m−1∑

d=0

Jd(·) (III.118)

podobn¡ do (III.107c) i zgodn¡ ze wzorem (III.63).

III.2.2.7 Przykªad doboru harmonogramu suboptymalnego

Powy»ej opisano, jak znajdowa¢ warto±¢ wska¹nika jako±ci J(·) dla poszczególnych harmonogramów
próbkowania oraz pokazano, jak dobiera¢ suboptymalny regulator K dla ka»dego z nich. Nadrz¦dne
zadanie, postawione we wst¦pie, polega na znalezieniu suboptymalnego harmonogramu okresowego
o okresie podstawowym nie przekraczaj¡cym zadanej warto±ci. Mo»na je rozwi¡za¢, porównuj¡c sub-
optymalne warto±ci wska¹ników jako±ci dla poszczególnych harmonogramów. Obecnie zastosujemy
t¦ procedur¦ do przykªadowego ukªadu regulacji, w którym obiekt opisany jest równaniem stanu

ẋ(t) = A x(t) + B u(t) (III.119)

z macierzami

A =

[
0 1

2 −2

]
, B =

[
0

5

]
(III.120)
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za± macierz wagowa (III.83) we wska¹niku jako±ci ma warto±¢

P =

[
1.5 0

0 1

]

Podane równanie stanu mo»e stanowi¢ (po dokonaniu kilku uproszcze«) zlinearyzowany model ma-
tematyczny sterowanego napi¦ciowo silnika komutatorowego pr¡du staªego z magnesami trwaªymi,
na którego osi umocowano wahadªo, wprowadzaj¡ce niewywa»enie statyczne. Budow¦ obiektu przed-
stawiono na rysunku III.68. Dyskretyzuj¡c liniowy model obiektu z czasem ci¡gªym metod¡ ZOH,

x2=w

x1=j
u

Rys. III.68: Obiekt regulacji.

dla okresu próbkowania T = 0.25, otrzymuje si¦ dyskretne równanie stanu (III.60a), w którym
uwzgl¦dniono dodatkowo zakªócenia v[k], niezale»ne losowo dla ró»nych chwil czasu, scharakteryzo-
wane macierz¡ kowariancji

V =

[
1 0

0 20

]
(III.121)

Macierze Φ i Γ, wyznaczone wedªug wzorów (III.3), maj¡ warto±ci

Φ =

[
1.0538 0.2008

0.4017 0.6521

]
, Γ =

[
0.1345

1.0042

]

Proporcje warto±ci elementów macierzy V , okre±lonej równo±ci¡ (III.121), s¡ praktycznie uzasad-
nione. Rozpiszmy macierzowo-wektorowe równanie ró»niczkowe (III.119) z macierzami (III.120) na
ukªad dwóch równa« skalarnych

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = 2 x1(t)− 2x2(t) + 5u(t)

Pierwsze równanie to znana z �zyki zale»no±¢: pr¦dko±¢ jest pochodn¡ poªo»enia. Trudno ocze-
kiwa¢ w niej wyst¡pienia jakichkolwiek zakªóce« (poza szumem pomiarowym), dlatego element
(1, 1) macierzy V ma warto±¢ wielokrotnie mniejsz¡ ni» element (2, 2). Wyst¡pienie istotnych za-
kªóce« w drugim równaniu jest o wiele bardzie prawdopodobne � ich ¹ródªem mo»e by¢ cho¢by
zmienne w czasie tarcie, zmienna rezystancja przej±cia szczotki-komutator, niedokªadno±ci modelu
matematycznego obiektu, a wreszcie � podobnie jak w przypadku x1 � bª¦dy pomiaru. Elementy
poza przek¡tn¡ gªówn¡ w V s¡ zerowe � dla uproszczenia zaªo»ono losow¡ niezale»no±¢ zakªóce«
oddziaªuj¡cych na poªo»enie i pr¦dko±¢.
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Elementy na przek¡tnej gªównej w macierzy wag P maj¡ porównywalne warto±ci, co oznacza »e wa-
riancje obu zmiennych stanu x1 i x2 w zbli»onym stopniu wpªyn¡ na warto±¢ wska¹nika jako±ci J(·).
W ramach bada« wyznaczono warto±ci wska¹ników jako±ci regulacji dla ukªadu z opisanym wy»ej
obiektem, wykorzystuj¡cego ró»ne okresowe harmonogramy próbkowania, o okresie nie przekraczaj¡-
cym 4. Wcze±niej dla ka»dego z harmonogramów obliczono suboptymalny regulator K, zapewniaj¡cy
osi¡gniecie najlepszej warto±ci wska¹nika J . Wyniki (K oraz J) zebrano w tabeli III.7. Brak danych
dla harmonogramu wyª¡cznego (wiersz 2) wynika z niemo»no±ci zapewnienia dla niego stabilno±ci
ukªadu regulacji. Optymalnych regulatorów K poszukiwano numerycznie, wykorzystuj¡c program

Tab. III.7: Zestawienie parametrów regulatorów i warto±ci wska¹nika jako±ci regulacji dla ró»nych
harmonogramów próbkowania.

Numer
Harmonogram

Macierz regulatora K Wska¹nik jako±ci J
Nazwa Ci¡g σ Okres m

1
wyª¡czne

(1) K =
[
2.7128 0.9841

]
47.7774

2 (2) � �
3 jednoczesny (3) K =

[
1.4591 0.7696

]
27.6474

4 naprzemienny (1,2) 2 K =
[
1.6740 0.8960

]
37.8539

5

nietrywialne

(1,1,2)
3

K =
[
1.9259 0.9459

]
41.5732

6 (1,2,2) K =
[
1.7020 0.8530

]
37.3159

7 (1,1,1,2)
4

K =
[
2.1236 0.9675

]
43.5392

8 (1,1,2,2) K =
[
1.9031 0.8750

]
40.4548

9 (1,2,2,2) K =
[
1.7394 0.8495

]
37.9093

MATLAB i napisane w tym celu M-pliki skryptowe i funkcyjne. Minimum wska¹nika jako±ci wyzna-
czano z pomoc¡ funkcji fminsearch, wykorzystuj¡cej algorytm Neldera�Meada. Warto±¢ wska¹nika
jako±ci obliczana byªa w M-plikach funkcyjnych wedªug formuª wzorowanych na (III.117) i (III.118),
po wcze±niejszym numerycznym rozwi¡zaniu równania Lapunowa o postaci (III.114), przy pomocy
dost¦pnej w MATLAB-ie funkcji dlyap. Badano tylko te harmonogramy, dla których mo»liwe byªo
zapewnienie asymptotycznej stabilno±ci caªego ukªadu regulacji, opisanego rozszerzonym równaniem
stanu (III.110).

Ka»dy z harmonogramów mo»na jednoznacznie opisa¢, podaj¡c odpowiadaj¡cy mu ci¡g σ(·) (po-
równaj wzory (III.108) i (III.109)). Ci¡gi σ dla badanych harmonogramów umieszczono w trzeciej
kolumnie tabeli. Na podstawie zawartych w niej danych sporz¡dzono wykres sªupkowy przedsta-
wiony na rysunku III.69a oraz � po powi¦kszeniu fragmentu � na rysunku III.69b. Wykresy wskazuj¡
na nieznaczn¡ przewag¦ harmonogramu (1, 2, 2) nad pozostaªymi. Harmonogram (3) ma wyª¡cznie
charakter porównawczy (reprezentuje poziom odniesienia), bowiem zakªada on pomiarow¡ dost¦p-
no±¢ obu sygnaªów wyj±ciowych obiektu w ka»dym kroku próbkowania. Nie jest on wi¦c brany
pod uwag¦ przy poszukiwaniu rozwi¡zania. Stwierdzone do±wiadczalnie relacje mi¦dzy warto±ciami
wska¹ników jako±ci dla poszczególnych harmonogramów s¡ nast¦puj¡ce

J(3) < J(122) < J(12) < J(1222) < J(1122) < J(112) < J(1112) < J(1)
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Rys. III.69: Porównanie jako±ci regulacji dla ró»nych harmonogramów próbkowania: caªy wykres
sªupkowy (a) oraz zbli»enie jego fragmentu (b).

Dane uzyskane w opisany wy»ej sposób mog¡ sªu»y¢ pomoc¡ przy doborze sposobu próbkowania
w rozproszonym ukªadzie regulacji. Stosuj¡c t¦ metod¦ w praktyce nale»y jednak wzi¡¢ pod uwag¦
nast¦puj¡ce kwestie:

1. Podane wy»ej dane liczbowe uzyskano na drodze oblicze« numerycznych, wi¦c mog¡ by¢ obar-
czone pewnymi bª¦dami. Co wi¦cej, u»yta procedura numerycznej minimalizacji nie gwrantuje
uzyskania minimum globalnego. Dlatego uzyskane wyniki bezpieczniej nazywa¢ suboptymal-
nymi zamiast optymalnymi.

2. Powy»ej rozwa»ano wyª¡cznie klas¦ harmonogramów okresowych, w dodatku o ograniczonym
okresie. By¢ mo»e lepsze wyniki uzyskano by dla harmonogramu nieokresowego, ale wówczas
istotnej komplikacji ulega zagadnienie stabilno±ci ukªadu sterowania.

3. Widoczna na rysunku III.69 przewaga harmonogramu (1, 2, 2) nad (1, 2) jest nieznaczna (okoªo
1.4%) i by¢ mo»e wynika z bª¦dów oblicze« numerycznych. Jednak je±li nawet ró»nica ta wy-
st¦puje rzeczywi±cie, jej niewielka warto±¢ nie stanowi uzasadnienia dla zast¡pienia prostszego
harmonogramu (1, 2) bardziej zªo»onym (1, 2, 2).

III.2.2.8 Uwagi ko«cowe

Powy»sze rozwa»ania przeprowadzono dla ukªadu realizuj¡cego zadanie stabilizacji stanu systemu
w zerowym punkcie równowagi. Uzyskane rezultaty mog¡ by¢ jednak wykorzystane tak»e w przy-
padku innych zada«, na przykªad dla regulacji programowej. Wówczas jednak konieczne jest od-
powiednie zmody�kowanie ukªadu regulacji, na przykªad przez dodanie elementu wyznaczaj¡cego
warto±¢ sterowania otwartego (feedforward) [120].

Opisane rozwi¡zanie mo»e by¢ stosowane nie tylko w systemach rozproszonych. Podobny problem
niemo»no±ci zmierzenia wszystkich sygnaªów wyj±ciowych w jednym okresie próbkowania mo»e wy-
st¡pi¢ w klasycznym mikroprocesorowym ukªadzie sterowania, przedstawionym na rysunku III.70.
Tutaj do pomiaru dwóch sygnaªów wyj±ciowych obiektu u»yto multipleksowanego przetwornika
analogowo-cyfrowego. Je±li czas pojedynczego przetwarzania przetwornika jest wi¦kszy ni» poªowa
okresu próbkowania, konieczne jest zastosowanie niejednoczesnego próbkowania wyj±¢. Stwarza to
mo»liwo±¢ u»ycia opisanej wy»ej metody doboru suboptymalnego harmonogramu próbkowania.
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Rys. III.70: Ukªad regulacji z multipleksowanym przetwornikiem analogowo-cyfrowym (ADC �
przetwornik analogowo-cyfrowy, DAC � przetwornik cyfrowo-analogowy, MS � przeª¡cznik wielo-
portowy (tu: multiplekser analogowy), CU � jednostka steruj¡ca).

III.2.3 Ulepszony ekstrapolator pierwszego rz¦du

Dla zapewnienia po»¡danej jako±ci regulacji w dyskretno-ci¡gªym ukªadzie sterowania konieczne
jest dobranie odpowiednio wysokiej cz¦stotliwo±ci próbkowania f (lub równowa»nie � odpowiednio
krótkiego okresu T = 1/f). Jednak»e w rozproszony systemie regulacji cz¦stotliwo±¢ ta jest zwykle
ograniczona przez mo»liwo±ci u»ytej sieci telekomunikacyjnej. Ograniczenia te mog¡ wynika¢ b¡d¹
wprost z maksymalnej dopuszczalnej cz¦stotliwo±ci przesyªu danych przez sie¢, b¡d¹ te» � po±red-
nio � z przepustowo±ci sieci. W pewnych sytuacjach maj¡ one pªynny charakter � sie¢ dopuszcza
zwi¦kszenie cz¦stotliwo±ci przesªa«, ale wi¡»e si¦ to ze zwi¦kszon¡ stop¡ nieudanych transmisji (za-
gubionych pakietów), zwi¦kszonymi, losowymi opó¹nieniami b¡d¹ na przykªad z przy±pieszonym
wyczerpaniem akumulatora zasilaj¡cego zdalny, bezprzewodowy w¦zeª pomiarowy, wykonawczy lub
steruj¡cy. W takich przypadkach uzasadnione jest zmody�kowanie sposobu sterowania obiektem
w taki sposób, by zachowa¢ niepogorszon¡ jako±¢ regulacji, mimo obni»onej cz¦stotliwo±ci próbko-
wania. W dalszej cz¦±ci pracy przedstawiono, jak osi¡gn¡¢ ten cel, stosuj¡c ulepszony ekstrapolator
pierwszego rz¦du. Realizuje on parametryzacj¦ sterowania wielomianem pierwszego stopnia, jed-
nocze±nie zwi¦kszaj¡c dwukrotnie (w sztuczny sposób) liczb¦ wej±¢ obiektu. Pozwala to polepszy¢
jako±ci regulacji przy niezmienionej cz¦stotliwo±ci próbkowania lub te» obni»y¢ cz¦stotliwo±¢, za-
chowuj¡c niezmienion¡ jako±¢.

III.2.3.1 Dyskretno-ci¡gªy ukªad regulacji

Na rysunku III.71 przedstawiony jest klasyczny, jednop¦tlowy ukªad regulacji, w skªad którego
wchodz¡: obiekt regulacji Pc z czasem ci¡gªym oraz kompensator dynamiczny (regulator) C z cza-
sem dyskretnym. Taka struktura systemu sterowania jest obecnie cz¦sto spotykana w praktyce. By
dwa czªony (Pc i C) o odmiennym charakterze czasu mogªy ze sob¡ wspóªpracowa¢, konieczne
jest odpowiednie przetwarzanie przesyªanych mi¦dzy nimi sygnaªów. Realizuj¡ je urz¡dzenia A i S,
przedstawione na rysunku III.71. Pierwsze z nich dyskretyzuje w czasie ci¡gªy sygnaª wyj±ciowy
y(t) obiektu (t ∈ [0, ∞)), produkuj¡c sygnaª dyskretny y[k] (k ∈ N), a drugi uci¡gla (odtwarza)
w czasie dyskretny sygnaª wyj±ciowy u[k] kompensatora, daj¡c przebieg u(t) z czasem ci¡gªym.

152



PC

C

S

u t( ) y t( )

u k[ ] y k[ ]

PD
A

N

Rys. III.71: Dyskretno-ci¡gªy ukªad regulacji automatycznej (Pc � obiekt z czasem ci¡gªym, Pd
� obiekt z czasem dyskretnym, A � urz¡dzenie uci¡glaj¡ce (a zarazem aktuator), S � urz¡dzenie
dyskretyzuj¡ce (a zarazem czujnik),C � regulator (kompensator dynamiczny) z czasem dyskretnym,
N � sie¢ telekomunikacyjna).

Symbol t oznacza tu czas ci¡gªy, a k ∈ N to numer kolejnej chwili czasu tk = k T , w której równo-
cze±nie (synchronicznie) zachodz¡ konwersje: dyskretno-ci¡gªa i ci¡gªo-dyskretna. Wielko±¢ T > 0

to staªy okres próbkowania. O sieci N zakªada¢ b¦dziemy, »e nie wnosi ona opó¹nie« i dostarcza
dane niezawodnie. W roli elementu dyskretyzuj¡cego S wykorzystywane jest najcz¦±ciej urz¡dzenie
próbkuj¡ce, realizuj¡ce wobec sygnaªu y (t) operacj¦ opisan¡ wzorem analogicznym do (III.4) lub
lepiej formuª¡

y[k] = lim
t→k T
t<k T

y(t) = lim
t→k T−

y(t) = y(k T−), k ∈ N (III.123)

która mo»e by¢ stosowana tak»e w przypadku sygnaªu y(t) opisanego funkcj¡ nieci¡gª¡. Z kolei zada-
nie urz¡dzenia uci¡glaj¡cego A speªnia zazwyczaj ekstrapolator zerowego rz¦du (ZOH � Zero Order
Hold). Znane s¡ równie», cho¢ rzadko stosowane, ekstrapolatory wy»szych rz¦dów, w tym mi¦dzy
innymi ekstrapolator rz¦du pierwszego (FOH � First Order Hold) [112]. Ich maªa popularno±¢ wy-
nika z trudno±ci implementacji ukªadowej i z przekonania, »e podnoszenie rz¦du ekstrapolatora nie
przynosi znacz¡cej poprawy jako±ci regulacji ani polepszenia innych wªasno±ci ukªadu sterowania.

W dalszej cz¦±ci podrozdziaªu porównano dziaªanie trzech ukªadów sterowania, ró»ni¡cych si¦ rodza-
jem u»ytych ekstrapolatorów. Dwa z nich to odpowiednio ZOH oraz FOH, trzeci za±, oznaczany da-
lej symbolem IFOH (Improved First Order Hold), mo»e by¢ traktowany jako mody�kacja elementu
FOH. Zostaª on zaproponowany jako ±rodek polepszaj¡cy (w porównaniu do dwóch pierwszych
rozwi¡za«) wªasno±ci ukªadu regulacji przy nie zmienionym okresie próbkowania lub pozwalaj¡cy
wydªu»y¢ ten okres, przy nie pogorszonej jako±ci regulacji.

Dla prostoty, dalej zbadano wyª¡cznie przypadek sterowania obiektów o jednym wej±ciu (SI � Sin-
gle Input), wnioski mo»na jednak uogólni¢ na przypadek obiektu o wielu wej±ciach (MI � Multiple
Intputs). Porównano jako±ci regulacji w ukªadach z ekstrapolatorami ZOH, FOH i IFOH, dla trzech
ró»nych obiektów: asymptotycznie stabilnego (AS � Asymptotycally Stable), stabilnego nieasymp-
totycznie (NAS � Non-Asymptotycally Stable) oraz niestabilnego (NS � Non-Stable, Unstable).

W roli przykªadowego obiektu stabilnego nieasymptotycznie u»yto silnik pr¡du staªego z magnesami
trwaªymi (rysunek III.72b), sterowany napi¦ciowo. W modelu matematycznym pomini¦to wpªyw
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indukcyjno±ci obwodu twornika i nieliniowo±ci wnoszone mi¦dzy innymi przez komutator, obwody
magnetyczne i zjawisko tarcia mechanicznego. Modele: asymptotycznie stabilny i niestabilny mo»na
uzyska¢ w wyniku linearyzacji równa« stanu opisuj¡cych wspomniany silnik, na którego osi (poªo»o-
nej poziomo) umocowane jest dodatkowo wahadªo, wprowadzaj¡ce niewywa»enie statyczne (rysunki
III.72a i c). Dla górnego poªo»enia wahadªa, odpowiadaj¡cego równowadze nietrwaªej, otrzymuje
si¦ model niestabilny, dla dolnego, odpowiadaj¡cego równowadze trwaªej � model asymptotycznie
stabilny.

x2=w

x1=j
uu

x2=w

x1=j

u

x2=w

x1=j

a) b) c)

Rys. III.72: Trzy ró»ne obiekty regulacji: a) z asymptotycznie stabilnym zerowym punktem rów-
nowagi (AS), b) stabilny nieasymptotycznie (NAS), (S\AS), c) z niestabilnym zerowym punktem
równowagi (NS).

Organizacja dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu jest nast¦puj¡ca. W nast¦pnym punkcie scharaktery-
zowano wymienione metody uci¡glania sygnaªu dyskretnego oraz przedstawiono przykªadowe re-
alizacje teoretyczne (modele matematyczne) i praktyczne (konstrukcje sprz¦towe) ekstrapolatorów.
Kolejny punkt, podzielony na trzy podpunkty, prezentuje modele matematyczne ukªadów regulacji
z poszczególnymi rodzajami ekstrapolatorów. Tu równie» wyprowadzone s¡ formuªy matematyczne
pozwalaj¡ce wyznaczy¢ warto±ci kwadratowych, caªkowych (sumacyjnych) wska¹ników jako±ci re-
gulacji dla wszystkich trzech ukªadów. Dalej, w oparciu o uzyskane wska¹niki jako±ci, zaprojekto-
wano regulatory liniowo-kwadratowe dla trzech przedstawionych wcze±niej wersji systemów. Ostatni
punkt prezentuje wyniki porównania jako±ci regulacji w ukªadach z trzema rozpatrywanymi typami
ekstrapolatorów oraz pªyn¡ce st¡d wnioski ko«cowe.

III.2.3.2 Sposoby przetwarzania dyskretno-ci¡gªego

Sposoby dziaªania trzech typów ekstrapolatorów, wymienionych w poprzednim podrozdziale, przed-
stawione s¡ w postaci przebiegów czasowych na rysunku III.73 i scharakteryzowane dokªadniej
w dalszej cz¦±ci tego punktu. Zadanie realizowane przez ekstrapolator zerowego rz¦du, polegaj¡ce
na podtrzymaniu warto±ci sterowania w przedziale próbkowania, mo»na zapisa¢ w postaci wzoru

uZOH(t) = u[k], ∀ t ∈ [
k T, (k + 1)T

)
, k ∈ N

natomiast funkcj¦ ekstrapolatora pierwszego rz¦du opisuje zale»no±¢

uFOH(t) = u[k] +
u[k]− u[k − 1]

T
(t− k T ), ∀ t ∈ [

k T, (k + 1)T
)
, k ∈ N (III.124)
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Rys. III.73: Sposób odtwarzania sygnaªu przez: a) ekstrapolator zerowego rz¦du (ZOH), b) ekstra-
polator pierwszego rz¦du (FOH), c) ulepszony ekstrapolator pierwszego rz¦du (IFOH).

Przebieg sygnaªu u(t) produkowanego przez element FOH na przedziale czasu [k T, (k + 1)T ) za-
le»y od warto±ci dwóch kolejnych próbek sygnaªu: u[k − 1] i u[k], docieraj¡cych do ekstrapolatora
z kompensatora dynamicznego. Warto±ci tych próbek decyduj¡ o poªo»eniu i nachyleniu prostej
b¦d¡cej wykresem u(t) na wspomnianym przedziale czasu. Zaproponowana mody�kacja algorytmu
ekstrapolatora pozwala na niezale»ny dobór parametrów tej prostej w ka»dym kroku próbkowania.
Konieczne jest do tego przesyªanie w ka»dym kroku do urz¡dzenia uci¡glaj¡cego dwóch warto±ci,
które oznaczymy przez u1[k] oraz u2[k]. Jedna z nich mo»e by¢ traktowana jako �lokalny� wspóª-
czynnik przesuni¦cia prostej, a druga � jako wspóªczynnik kierunkowy. Wzór opisuj¡cy dziaªanie
otrzymanego w ten sposób ekstrapolatora IFOH jest nast¦puj¡cy.

uIFOH(t) = u1[k] + (t− k T ) u2[k], ∀ t ∈ [
k T, (k + 1)T

)
, k ∈ N (III.125)

Wielko±¢ u1[k] nazwano �lokalnym� wspóªczynnikiem przesuni¦cia, poniewa» we wzorze (III.125)
warto±¢ u2[k] mno»ona jest nie przez czas t, ale przez jego ró»nic¦ (przyrost) wzgl¦dem tk = k T .

Konieczno±¢ wysªania do elementu IFOH dwóch warto±ci (zamiast jednej, jak w przypadku ZOH
czy FOH) w ka»dym kroku próbkowania oznacza w praktyce, »e ukªad IFOH posiada dwa wej±cia,
zamiast jednego (rysunek III.74). Obiekt typu SIMO, uzupeªniony na wej±ciu o element IFOH,
staje si¦ wi¦c systemem MIMO. Zmiana ta sugeruje zwi¦kszone mo»liwo±ci wpªywania na prac¦
ukªadu i wynikaj¡c¡ st¡d sposobno±¢ polepszenia jego wªasno±ci dynamicznych i jako±ci regulacji.
Przypuszczenie to b¦dzie zwery�kowane w dalszej cz¦±ci opracowania.

Zast¡pienie w rozproszonym ukªadzie regulacji ekstrapolatora ZOH lub FOH elementem IFOH
wi¡»e si¦ ze zwi¦kszeniem ilo±¢ danych przesyªanych w pojedynczym pakiecie sieciowym, a to mo»e
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Rys. III.74: Ukªady regulacji z obiektem SIMO i ró»nymi typami ekstrapolatorów: a) ZOH lub FOH,
b) IFOH.

prowadzi¢ do zwi¦kszonego obci¡»enia sieci telekomunikacyjnejN. Istniej¡ jednak sieci (na przykªad
Ethernet), w których rozmiar pakietu jest staªy, niezale»ny od ilo±ci danych, je±li tylko nie przekracza
ona pewnej granicznej warto±ci (rysunek III.63). Poniewa» za± w ukªadach sterowania przesyªane s¡
zazwyczaj stosunkowo maªe porcje danych, problem zwi¦kszonego rozmiaru pakietu i powi¦kszonego
obci¡»enia sieci najcz¦±ciej nie wyst¦puje.

Warto zauwa»y¢, »e ekstrapolator IFOH mo»ne by¢ sprowadzony do elementu FOH, je±li tylko
zapewni si¦ speªnienie warunku

u2[k] =
u1[k]− u1[k − 1]

T
, ∀ k ∈ N

Podobnie, je±li speªniony jest warunek u2[k] ≡ 0 to element IFOH zachowuje si¦ jak ekstrapolator
ZOH (z sygnaªem wej±ciowym u[k]).

Na rysunku III.75 przedstawiono schematy blokowe odpowiadaj¡ce przykªadowym teoretycznym
realizacjom ekstrapolatorów ZOH, FOH i IFOH, wykorzystuj¡cym impulsator idealny (oznaczony
symbolem gra�cznym ). Rycina III.76 prezentuje natomiast schematy, które mog¡ by¢ wyko-
rzystane w praktyce, przy budowie sprz¦towych (elektronicznych) wersji ekstrapolatorów. Blok na
rysunku oznaczony liter¡ H to przetwornik cyfrowo-analogowy i zarazem analogowy element pod-
trzymuj¡cy warto±¢ sygnaªu, taktowany zegarem o okresie T . Blok RI to resetowany integrator,
którego stan zerowany jest cyklicznie sygnaªem zegarowym z okresem T , za± element oznaczony
symbolem Rg to rejestr opó¹niaj¡cy sygnaª dyskretny o jeden okres próbkowania T . Ze wzgl¦du
na trudno±¢ bªyskawicznego wyzerowania stanu integratora analogowego RI, w praktyce nale»aªoby
zastosowa¢ raczej ukªad dwóch przeª¡czanych integratorów [143].

III.2.3.3 Modele ukªadów regulacji z ekstrapolatorami

Rozpatrujemy liniowy, stacjonarny, sko«czenie wymiarowy obiekt rz¦du n o jednym wej±ciu i wielu
wyj±ciach, nios¡cych wprost peªn¡ informacj¦ o stanie, z czasem ci¡gªym, opisany równaniami stanu
(III.59a) i (III.59b), przy czym tutaj

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, C = I ∈ Rn×n x(t), y(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R (III.126)
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Do oceny jako±ci regulacji wykorzystany zostanie caªkowy, kwadratowy wska¹nik jako±ci od stanu
x(t) i wej±cia u(t) z niesko«czonym horyzontem czasowym

J =
∫ ∞

0

[
x(t)T Qx(t) + u(t)T R u(t)

]
dt (III.127)

gdzie macierze R i Q speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki

R ∈ R, R > 0, Q = QT ∈ Rn×n, Q > 0

Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»na przyj¡¢, »e macierz R (która tu jest skalarem) ma warto±¢ 1.
Natomiast w roli macierzy Q najcz¦±ciej stosuje si¦ macierz diagonaln¡

R = 1, Q = diag (q1, q2, . . . , qn) , qi > 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}

Uzupeªniaj¡c obiekt Pc, opisany równaniami stanu z czasem ci¡gªym (III.59a), (III.59b), o urz¡-
dzenie uci¡glaj¡ce A i dyskretyzuj¡ce S, otrzymuje si¦ ukªad, który mo»na traktowa¢ jako system
z czasem dyskretnym Pd. Poni»ej podane zostan¡ równania stanu otrzymanego w ten sposób sys-
temu dyskretnego oraz formuªa okre±laj¡ca warto±¢ wska¹nika jako±ci (D.20), dla przypadku u»ycia
w roli elementu A ekstrapolatora typu ZOH. W kolejnych podrozdziaªach zamie±cimy analogiczne
wzory, odpowiadaj¡ce ekstarpolatorom FOH i IFOH. Razem posªu»¡ one kolejno do obliczenia
optymalnych regulatorów liniowo-kwadratowych, a nast¦pnie do porównania jako±ci regulacji oraz
pªyn¡cej st¡d mo»liwo±ci obni»enia cz¦stotliwo±ci próbkowania w ukªadach z ró»nymi typami eks-
trapolatorów.

Ekstrapolator ZOH

Równania stanu

Wwyniku dyskretyzacji typu ZOH obiektuPc, opisanego równaniami (III.59a), (III.59b) i (III.126),
otrzymuje si¦ obiekt Pd o równaniach stanu

x[k + 1] = ΦZOH x[k] + ΓZOH u[k]

y[k] = CZOH x[k]

gdzie

ΦZOH = eT A, ΓZOH =
∫ T

0
et A B dt, CZOH = I ∈ Rn×n

Formuªy, którymi wyra»aj¡ si¦ ΦZOH oraz ΓZOH s¡ analogiczne z wzorami (III.3). Powtórzono je tu
jednak, by wprowadzi¢ oznaczenia zgodne z jednolit¡ konwencj¡ przyj¦t¡ w dalszej cz¦±ci podroz-
dziaªu.

Wska¹nik jako±ci

W podrozdziale III.2.3.3 zaproponowano, by do oceny jako±ci regulacji w ukªadzie z obiektem Pc
wykorzysta¢ wska¹nik jako±ci o postaci (III.127). Do wyznaczenia jego warto±ci konieczna jest znajo-
mo±¢ przebiegów sygnaªów z czasem ci¡gªym x(t) oraz u(t). Poniewa» jednak optymalny regulatorC
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projektowany b¦dzie w oparciu o zdyskretyzowany model obiektu Pf, dogodnie byªoby dysponowa¢
podan¡ ni»ej postaci¡ wska¹nika jako±ci, operuj¡c¡ wyª¡cznie na sygnaªach dyskretnych

JZOH =
∞∑

k=0

(
x[k]T QZOH x[k] + 2x[k]T SZOH u[k] + RZOH u[k]2

)
(III.129)

W dodatku D.4 wyprowadzono zale»no±ci, jakie musz¡ zachodzi¢ mi¦dzy macierzami Q i R oraz
QZOH, RZOH i SZOH, aby warto±ci wska¹ników jako±ci (III.127) i (III.129) byªy sobie równe. Zwi¡zki
te s¡ nast¦puj¡ce

QZOH =
∫ T

0
FZOH(τ)T Q FZOH(τ) dτ, SZOH =

∫ T

0
FZOH(τ)T QGZOH(τ) dτ,

RZOH =
∫ T

0

(
GZOH(τ)T QGZOH(τ) + R

)
dτ

(III.130)

przy czym

FZOH(τ) = eτ A, GZOH(τ) =
∫ τ

0
eσ A B dσ

W dalszej cz¦±ci podrozdziaªu podane s¡ wzory analogiczne do (III.129), odpowiadaj¡ce dwóm po-
zostaªym typom ekstrapolatorów, FOH oraz IFOH. Fakt, i» wszystkie one s¡ równowa»ne formule
(III.127), pozwala porównywa¢ przy ich pomocy jako±¢ regulacji w ukªadach z poszczególnymi ty-
pami esktrapolatrów.

Ekstrapolator FOH

Równania stanu

By uzyska¢ model matematyczny ukªadu regulacji z ekstrapolatorem FOH, konieczne jest skorzy-
stanie z metody rozszerzonej przestrzeni stanów [39,46]. Stosowne wyprowadzenia zamieszczone s¡
w dodatku D.5, a ich wynikiem s¡ nast¦puj¡ce równania stanu

z[k + 1] = ΦFOH z[k] + ΓFOH u[k]

y[k] = CFOH z[k]

gdzie

ΦFOH =

[
Φfoh Γfoh

1

0 0

]
, ΓFOH =

[
Γfoh

0

1

]
, CFOH =

[
C 0

]

oraz

Φfoh = eT A, Γfoh
0 =

∫ T

0
eξ A B

(
2− ξ

T

)
dξ, Γfoh

1 =
∫ T

0
eξ A B

(
ξ

T
− 1

)
dξ

a symbol z[k] oznacza rozszerzony wektor stanu

z[k] =

[
x[k]

u[k − 1]

]
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Wska¹nik jako±ci

Podobnie jak dla ekstrapolatora ZOH, tak»e tutaj wyznaczono wska¹nik jako±ci bazuj¡cy na dys-
kretnych sygnaªach z[k] oraz u[k]. Warto±¢ tego wska¹nika odpowiada wska¹nikowi z czasem ci¡gªym
(III.127). Wyprowadzenia wzorów zamieszczone s¡ w dodatku D.6, a ich wynik jest nast¦puj¡cy

JFOH =
∞∑

k=0

(
z[k]T QFOH z[k] + 2 z[k]T SFOH u[k] + RFOH u[k]2

)
(III.132)

gdzie

QFOH =
∫ T

0

[
FFOH(τ)T QFFOH(τ) FFOH(τ)T QHFOH(τ)

HFOH(τ)T QFFOH(τ) HFOH(τ)T QHFOH(τ) + R τ2

T 2

]
dτ, (III.133a)

SFOH =
∫ T

0


 FFOH(τ)T QGFOH(τ)

GFOH(τ)T QHFOH(τ)−R
(

τ
T + τ2

T 2

)

 dτ, (III.133b)

RFOH =
∫ T

0

(
GFOH(τ)T QGFOH(τ) + R

(
1 +

τ

T

)2
)

dτ (III.133c)

oraz

FFOH(τ) = eτ A, GFOH(τ) =
∫ τ

0
eσ A B

(
1 +

τ − σ

τ

)
dσ

HFOH(τ) =
∫ τ

0
eσ A B

σ − τ

T
dσ

Ekstrapolator IFOH

Równania stanu

Równania stanu opisuj¡ce obiekt z ekstrapolatorem IFOH mo»na uzyska¢ podobnie, jak dla dwóch
przypadków rozpatrzonych powy»ej. Stosowne wyprowadzenia umieszczono w dodatku D.7, a ich
wynik jest nast¦puj¡cy

x[k + 1] = ΦIFOH x[k] + ΓIFOH u[k]

y[k] = CIFOH x[k]

gdzie

ΦIFOH = Φifoh, ΓIFOH =
[

Γifoh
1 Γifoh

2

]
, CIFOH = C = I

oraz

Φifoh = eT A, Γifoh
1 =

∫ T

0
eξ A B dξ, Γifoh

2 =
∫ T

0
eξ A B (T − ξ) dξ

W tym przypadku u[k] jest wektorem dwuelementowym

u[k] =

[
u1[k]

u2[k]

]
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Wska¹nik jako±ci

Wska¹nik jako±ci dla ukªadu z ekstrapolatorem IFOH wyznacza si¦ wedªug podobnego schematu,
jak w dwóch poprzednich przypadkach (ZOH i FOH). Poni»ej podane s¡ wyniki uzyskane na drodze
oblicze« zamieszczonych w dodatku D.8.

J IFOH =
∞∑

k=0

(
x[k]T QZOH x[k] + 2x[k]T SZOH u[k] + u[k]T RZOH u[k]

)
(III.135)

gdzie

QIFOH =
∫ T

0
F IFOH(τ)T QF IFOH(τ) dτ (III.136a)

SIFOH =
∫ T

0

[
F IFOH(τ)T QGIFOH(τ) F IFOH(τ)T QHIFOH(τ)

]
dτ (III.136b)

RIFOH =

=
∫ T

0

[
(GIFOH(τ)T QGIFOH(τ) + R) (GIFOH(τ)T QHIFOH(τ) + R τ)

( HIFOH(τ)T Q GIFOH(τ) + R τ) (HIFOH(τ)T QHIFOH(τ) + R τ2)

]
dτ

(III.136c)

oraz

F IFOH(τ) = eτ A, GIFOH(τ) =
∫ τ

0
eξ A B dξ, HIFOH(τ) =

∫ τ

0
eξ A B (τ − ξ) dξ

III.2.3.4 Regulator liniowo-kwadratowy

Obecnie wyznaczymy regulatory liniowo-kwadratowe dla wszystkich trzech rozpatrzonych wy»ej
przypadków (ukªady regulacji z ekstrapolatorami ZOH, FOH i IFOH). Dla porównania obliczony
zostanie równie» regulator dla ukªadu z czasem ci¡gªym (bez ekstrapolatorów i bez sieci teleko-
munikacyjnej). Nale»y oczekiwa¢, »e jako±¢ regulacji w tym ostatnim przypadku b¦dzie najwy»sza
(warto±¢ wska¹nika jako±ci najmniejsza) i mo»e ona posªu»y¢ jako poziom odniesienia. Regulatory
dla trzech przypadków z czasem dyskretnym obliczane s¡ w oparciu o wska¹niki jako±ci odpowiednio
JZOH (III.129), JFOH (III.132) i J IFOH (III.135), za± regulator z czasem ci¡gªym � na podstawie
J (III.127). Celem dalszych rozwa»a« b¦dzie porównanie jako±ci regulacji w ukªadach z ró»nymi
wariantami ekstrapolatorów. By rezultaty porównania byªy miarodajne, wska¹niki jako±ci dla roz-
patrywanych przypadków musz¡ sobie odpowiada¢. Warunek ten jest speªniony, je±li mi¦dzy warto-
±ciami macierzy wagowych we wska¹nikach zachodz¡ relacje wyra»one wyprowadzonymi wcze±niej
wzorami (III.130), (III.133a)�(III.133c) i (III.136a)�(III.136c).

Regulator liniowo-kwadratowy jest proporcjonalnym, macierzowym regulatorem od stanu. Sterowa-
nie wyznaczone przy jego pomocy wyra»a si¦ dla przypadku ci¡gªego w czasie wzorem

u(t) = −K x(t) (III.137)

za± w ukªadach z czasem dyskretnym i ró»nymi rodzajami ekstrapolatorów � formuªami

u[k] = −KZOH x[k], u[k] = −KFOH z[k], u[k] = −KIFOH x[k] (III.138)
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W ostatnim przypadku u[k] jest wektorem dwuelementowym, w poprzednich � skalarem (podobnie
jak u(t)). Równania stanu zamkni¦tych ukªadów regulacji z regulatorami (III.137) i (III.138) s¡
nast¦puj¡ce

ẋ(t) = (A−B K)︸ ︷︷ ︸
P

x(t) = P x(t)

x[k + 1] =
(
ΦZOH − ΓZOH KZOH

)
︸ ︷︷ ︸

ΨZOH

x[k] = ΨZOH x[k]

z[k + 1] =
(
ΦFOH − ΓFOH KFOH

)
︸ ︷︷ ︸

ΨFOH

z[k] = ΨFOH z[k]

x[k + 1] =
(
ΦIFOH − ΓIFOH KIFOH

)
︸ ︷︷ ︸

ΨIFOH

x[k] = ΨIFOH x[k]

Macierze K oraz KZOH, KFOH i KIFOH wyznacza si¦ stosuj¡c algorytmy wynikaj¡ce z teorii regu-
lacji liniowo-kwadratowej [86, 88], odpowiednio w wersji z czasem ci¡gªym i dyskretnym. Operacje
obliczania wymienionych macierzy sprz¦»e« zwrotnych mo»na symbolicznie zapisa¢ jak ni»ej

K = LQR(A, B, Q, R, S)

KZOH = DLQR(ΦZOH, ΓZOH, QZOH, RZOH, SZOH)

KFOH = DLQR(ΦFOH, ΓFOH, QFOH, RFOH, SFOH)

KZOH = DLQR(ΦIFOH, ΓIFOH, QIFOH, RIFOH, SIFOH)

Ka»dorazowo konieczne jest rozwi¡zanie algebraicznego równania Riccatiego � odpowiednio w wersji
ci¡gªej

AT X + X A−X B R−1 BT X + Q = 0

lub dyskretnej (III.10), przy czym poszukiwane s¡ jedyne, symetryczne, póªdodatnio okre±lone roz-
wi¡zania (odpowiednio X w wersji ci¡gªej oraz X¤ w dyskretnej), które istniej¡, je±li speªnione s¡
zaªo»enia stosownych twierdze« [86]. Symbolu ¤ u»yto tutaj (b¦dzie on stosowany równie» w dal-
szych opisach) w zast¦pstwie indeksów ZOH, FOH i IFOH. Znaj¡c rozwi¡zania równa« Riccatiego,
macierze wzmocnie« oblicza si¦ wedªug wzorów

K = R−1 BT X

K¤ =
(
Γ¤T

X Γ¤ + R¤
)−1 (

Γ¤T
X Φ¤ + ST

)

odpowiednio dla wersji z czasem ci¡gªym i dyskretnym. Znajomo±¢ rozwi¡za« X lub X¤ równa«
Riccatiego umo»liwia równie» obliczenie warto±ci wska¹nika jako±ci w zamkni¦tym ukªadzie regula-
cji, je±li znany jest warunek pocz¡tkowy x(0) lub x[0]

J(·) = x(0)T X x(0)

J¤(·) = x[0]T X¤ x[0]
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III.2.3.5 Kryteria porównania jako±ci regulacji

U»ycie wprost wska¹ników J oraz J¤ dla porównania jako±ci regulacji w rozwa»anych ukªadach
nie jest dogodnym rozwi¡zaniem, poniewa» wynik porównania zale»y od warunku pocz¡tkowego
x(0) = x[0]. Dlatego zamiast warto±ci danego wska¹nika dla konkretnego warunku pocz¡tkowego,
wyznaczymy kres górny warto±ci wska¹nika dla x(0) o normie równej jedno±ci (x(0) ze sfery jed-
nostkowej w przestrzeni Rn z norm¡ euklidesow¡). Otrzyman¡ w ten sposób wielko±ci oznaczymy
odpowiednio symbolem f2 lub f¤

2 i b¦dzie ona stanowiªa jeden z trzech rodzajów wska¹ników, które
posªu»¡ do porównania ukªadów z ró»nymi typami ekstrapolatorów

f2 = sup
‖x(0)‖=1

J (x(0))

f¤
2 = sup

‖x[0]‖=1
J¤ (x[0])

Maksymalna warto±¢ wska¹nika J (lub J¤) dla ‖x(0)‖ = 1 (albo ‖x[0]‖ = 1) wyznaczona jest przez
najwi¦ksz¡ warto±¢ wªasn¡ symetrycznej macierzy X (b¡d¹ X¤), a st¡d

f2 = max λ (X)

f¤
2 = max λ

(
X¤

)
(III.144a)

Symbol λ(X) oznacza zbiór warto±ci wªasnych macierzy X.

Innym sposobem oceny jako±ci w ukªadzie regulacji jest wyznaczenie moduªu dominuj¡cego bieguna
zamkni¦tego ukªadu regulacji (dla systemu z czasem dyskretnym: najwi¦kszego moduªu warto±ci
wªasnych macierzy stanu systemu zamkni¦tego)

f¤
1 = max

∣∣∣λ
(
Φ¤ − Γ¤ K¤

)∣∣∣ = max
∣∣∣λ

(
Ψ¤

)∣∣∣ (III.145)

Tutaj zapis
∣∣λ (

Ψ¤)∣∣ oznacza zbiór moduªów elementów zbioru λ
(
Ψ¤)

. Im moduª dominuj¡cego
bieguna bli»szy warto±ci 1, tym mniejszy �zapas stabilno±ci� w ukªadzie. Analogiczny wska¹nik
jako±ci dla ukªadu z czasem ci¡gªym powinien by¢ równy cz¦±ci rzeczywistej bieguna dominuj¡cego
(dla ukªadu ci¡gªego: najwi¦kszej cz¦±ci rzeczywistej warto±ci wªasnych macierzy stanu systemu
zamkni¦tego)

f1 = max Reλ (A−B K) = max Reλ (P )

Zapis Reλ (P ) oznacza zbiór cz¦±ci rzeczywistych elementów zbioru λ (P ). Zapas stabilno±ci jest
tym mniejszy, im cz¦±¢ rzeczywista dominuj¡cego bieguna bli»sza jest zeru.

Trzecim kryterium oceny jako±ci regulacji, które b¦dzie u»yte do porównania ukªadów z ró»nymi
typami ekstrapolatorów, jest wspóªczynnik uwarunkowania macierzy sterowalno±ci Qc (lub Q¤

c ).
Macierze te dla obiektu regulacji drugiego rz¦du wyra»aj¡ si¦ odpowiednio wzorami

Qc =
[

B AB A2 B · · · A(n−1) B
]

Q¤
c =

[
Γ¤ Φ¤ Γ¤ Φ¤2 Γ¤ · · · Φ¤(n−1) Γ¤

]
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a ich wspóªczynniki uwarunkowania (ze wzgl¦du na odwrotno±¢ macierzy) dane s¡ formuªami

f3 = condQc =
σ(Qc)
σ(Qc)

f¤
3 = condQ¤

c =
σ(Q¤

c )
σ(Q¤

c )
(III.147a)

gdzie zapisy σ(·) i σ(·) oznaczaj¡ odpowiednio najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ singularn¡ macie-
rzy. Du»a warto±¢ wspóªczynnika uwarunkowania zapowiada problemy przy odwracaniu macierzy,
a to jednocze±nie oznacza niepewno±¢ ustalenia rz¦du macierzy. Ten ostatni (w przypadku ma-
cierzy sterowalno±ci) decyduje o sterowalno±ci ukªadu, która jest wysoce po»¡dan¡ cech¡ obiektu
sterowania.

III.2.3.6 Porównanie dziaªania ekstrapolatorów ZOH, FOH i IFOH w przykªadowym
ukªadzie regulacji

Celem rozwa»a« jest wykazanie, »e zast¡pienie ekstrapolatorów ZOH lub FOH urz¡dzeniem IFOH
pozwala zachowa¢ niepogorszon¡ jako±¢ regulacji przy wydªu»onym okresie próbkowania T , a to
w rozproszonym ukªadzie sterowania umo»liwia zmniejszenie obci¡»enia sieci transmituj¡cej dane.
Do porównania jako±ci regulacji w ukªadach z trzema wymienionymi typami ekstrapolatorów u»yto
trzech zde�niowanych wy»ej wska¹ników jako±ci f¤

1 (III.145), f¤
2 (III.144a) i f¤

3 (III.147a). Badania
przeprowadzono trzykrotnie, dla ró»nych obiektów regulacji drugiego rz¦du: asymptotycznie stabil-
nego (AS), stabilnego nieasymptotycznie (NAS) oraz niestabilnego (NS), przedstawionych w pod-
rozdziale III.2.3.1. Ka»dy z obiektów opisany jest równaniami stanu (III.59a), (III.59b), z macierz¡
stanu A równ¡ odpowiednio

AAS =

[
0 1

−2 −5

]
ANAS =

[
0 1

0 −5

]
ANS =

[
0 1

2 −5

]

Macierz wej±cia B jest w ka»dym przypadku taka sama: B =
[
0 3

]T
. We wska¹niku jako±ci

(III.127) przyj¦to nast¦puj¡ce warto±ci macierzy Q i R

Q =

[
2 0

0 3

]
, R = 1

Na rysunkach III.77, III.78 oraz III.79 zamieszczono szereg wykresów przedstawiaj¡cych zale»no±¢
zde�niowanych wy»ej kryteriów f¤

1 , f¤
2 i f¤

3 od okresu T . Kolejne rysunki odpowiadaj¡ trzem
ró»nym obiektom regulacji: (AS), (NAS) oraz (NS). Warto±ci kryteriów f¤

i dla i ∈ {1, 2, 3}, dla
ekstrapolatorów ZOH, FOH i IFOH, dla systemów (AS), (NAS) i (NS), wyznaczono w programie
MATLAB, po cz¦±ci korzystaj¡c z przybornika oblicze« symbolicznych (Symbolic Toolbox ), a po
cz¦±ci wykonuj¡c obliczenia numeryczne. Symbolicznie wyprowadzono macierze Φ¤ i Γ¤ oraz Q¤,
R¤ i S¤, za± numerycznie obliczano K¤, X¤, Q¤

c , Ψ¤ oraz warto±ci f¤
1 , f¤

2 i f¤
3 . Dane, które

posªu»yªy do stworzenia wykresów na rysunkach III.77, III.78 i III.79, powstaªy przez wielokrotne
powtarzanie oblicze« dla stu warto±ci okresu T , wzi¦tych równomiernie z przedziaªu (0.15, 15]. Dla
zwi¦kszenia czytelno±ci wykresów III.77c oraz III.79c, zastosowano na nich podziaªk¦ logarytmiczn¡
dla osi rz¦dnych. We wszystkich przypadkach na wykresach pomini¦to warto±ci wska¹ników jako±ci
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Rys. III.77: Porównanie kryteriów jako±ci regulacji w ukªadzie z obiektem asymptotycznie stabilnym
(AS): a) moduª dominuj¡cego bieguna zamkni¦tego ukªadu regulacji z macierz¡ Ψ¤, b) najwi¦ksza
warto±¢ wªasna formy kwadratowej x[0]X¤ x[0], c) wspóªczynnik uwarunkowania macierzy stero-
walno±ci Q¤

c .

Tab. III.8: Warto±ci wska¹ników f1, f2 i f3 dla ukªadów (AS), (NAS) i (NS) z czasem ci¡gªym.

Kryterium jako±ci
Typ obiektu

(AS) (NAS) (NS)
f1 −0.6803 −0.5903 −0.6290

f2 2.8712 3.7311 5.4337

f3 26.9629

w ukªadzie sterowania z czasem ci¡gªym (zamiast tego zebrano je w tabeli III.8). Odpowiadaªyby
im poziome linie proste (ze wzgl¦du na brak zale»no±ci od T ).

Otrzymane wykresy potwierdzaj¡ przypuszczenie podane we wst¦pie. Zast¡pienie ekstrapolatora
ZOH lub FOH elementem IFOH pozwala znacznie wydªu»y¢ okres próbkowania T w ukªadzie (z T1

do T2, gdzie T2 > T1), przy zachowaniu niepogorszonej jako±ci regulacji. Dotyczy to zwªaszcza
kryteriów f2 i f3. W systemie rozproszonym oznacza to mo»liwo±¢ obni»enia cz¦stotliwo±ci prze-
sªa« w sieci. Je±li sie¢ jest zdolna do pracy z obiema cz¦stotliwo±ciami 1/T1 i 1/T2, oznacza to
jedynie obni»enie jej obci¡»enia. Pozwala to wykorzysta¢ j¡ do przenoszenia dodatkowego ruchu,
cz¦sto generowanego przez inne ukªady regulacji. Je±li natomiast sie¢ nie jest zdolna pracowa¢ z cz¦-
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Rys. III.78: Porównanie kryteriów jako±ci regulacji w ukªadzie z obiektem stabilnym nieasympto-
tycznie (NAS): a) moduª dominuj¡cego bieguna zamkni¦tego ukªadu regulacji z macierz¡ Ψ¤, b)
najwi¦ksza warto±¢ wªasna formy kwadratowej, c) wspóªczynnik uwarunkowania macierzy sterowal-
no±ci.

stotliwo±ci¡ 1/T1 (mo»e natomiast przesyªa¢ dane z okresem T2), zmiana ekstrapolatora na IFOH
pozwala unikn¡¢ konieczno±ci wymiany sieci na szybsz¡. W wi¦kszo±ci przypadków rozwi¡zanie to
b¦dzie ekonomicznie uzasadnione. Wreszcie w ukªadach, w których sie¢ wprowadza opó¹nienia ko-
munikacyjne τ , wydªu»enie okresu próbkowania T zmniejsza stosunek τ/T , a przez to redukuje
wpªyw opó¹nie« na prac¦ ukªadu.

Co ciekawe, w analizowanych przypadkach ekstrapolator FOH, mimo wi¦kszej zªo»ono±ci realizo-
wanego przeze« algorytmu, okazaª si¦ mniej skuteczny od elementu ZOH (w ±wietle oceny przy
pomocy wska¹ników f¤

1 , f¤
2 i f¤

3 ). Wynik ten wyja±nia, dlaczego ekstrapolator ten w zasadzie nie
jest stosowany w praktycznych ukªadach regulacji.

III.3 Uodparnianie rozproszonego ukªadu regulacji na utrat¦ pakietów w sieci
telekomunikacyjnej

W typowym rozproszonym ukªadzie regulacji p¦tla sprz¦»enia zwrotnego zamkni¦ta jest przez sie¢
telekomunikacyjn¡. Niektóre typy sieci i protokoªów sieciowych nie zapewniaj¡ niezawodnego dostar-
czania wysªanych danych � cz¦±¢ spo±ród transmitowanych w nich pakietów mo»e zosta¢ odrzucona,
a to oznacza naruszenie kompletno±ci informacji i zaburzenie harmonogramu sterowania. Powoduje
to zwykle pogorszenie jako±ci regulacji, a w niektórych przypadkach mo»e doprowadzi¢ do utraty
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Rys. III.79: Porównanie kryteriów jako±ci regulacji w ukªadzie z obiektem niestabilnym (NS): a)
moduª dominuj¡cego bieguna zamkni¦tego ukªadu regulacji, b) najwi¦ksza warto±¢ wªasna formy
kwadratowej, c) wspóªczynnik uwarunkowania macierzy sterowalno±ci.

stabilno±ci systemu. Mo»liwo±ci uodparniania ukªadu na gubienie pakietów zale»¡ od umiejscowienia
sieci telekomunikacyjnej. Je±li jest ona umieszczona mi¦dzy regulatorem (kompensatorem dynamicz-
nym) a urz¡dzeniem wykonawczym, jeden z dost¦pnych sposobów zaradzenia problemowi utraty
informacji polega na uzupeªnianiu ka»dego pakietu przenosz¡cego warto±¢ sterowania o prognozy
przyszªych sterowa« na kilka kroków naprzód [93,102]. Estymaty wyznaczane s¡ w oparciu o znany
model obiektu. Wówczas, w razie nieotrzymania aktualnego pakietu, zamiast brakuj¡cej warto±ci
sterowania aktuator mo»e wykorzystywa¢ jego estymat¦ z jednego z poprzednich pakietów. Je±li sie¢
obecna jest na drodze sygnaªu pomiarowego z czujnika do regulatora (kompensatora), problemowi
gubienia pakietów mo»na po cz¦±ci zaradzi¢ stosuj¡c w kompensatorze technik¦ predykcji stanu
obiektu. W pewnych sytuacjach wymienione rozwi¡zania pozwalaj¡ zapewni¢ satysfakcjonuj¡c¡ ja-
ko±¢ regulacji oraz zachowa¢ stabilno±¢ ukªadu, mimo wyst¦powania zjawiska gubienia pakietów.
W dalszej cz¦±ci podrozdziaªu opisano dokªadniej oba przypadki (sie¢ na drodze regulator�aktuator
albo czujnik�regulator), podaj¡c szczegóªy dziaªania algorytmów, uzupeªnione wskazówkami imple-
mentacyjnymi. Dla pierwszego wariantu zaprezentowano wyniki symulacji komputerowych i eks-
perymentów po cz¦±ci praktycznych, potwierdzaj¡cych skuteczno±¢ jego dziaªania. Odniesiono si¦
równie» do zagadnienia stabilno±ci rozwa»anych ukªadów regulacji.

Podobna technika wykorzystania modelu obiektu do estymacji stanu lub sterowania stosowana zo-
staªa w rozwi¡zaniach opisanych w podrozdziaªach III.1.1 i nast¦pnych. Tam przyczyn¡ utraty
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danych byªy zmienne w czasie opó¹nienia w przesyle danych, tutaj natomiast � gubienie pakietów
sieciowych. Wówczas o opó¹nieniach zakªadano, »e s¡ mniejsze od okresu próbkowania, obecnie za±
dopu±cimy wyst¦powanie wielu nieudanych transmisji pod rz¡d (cho¢ równie» zaªo»ymy ogranicze-
nie dªugo±¢ takiego ci¡gu). Ze wzgl¦du na odmienny charakter niekorzystnych zjawisk rozwa»anych
w niniejszym podrozdziale, odmienny jest te» sposób ograniczania ich wpªywu na ukªad regulacji.

III.3.1 Sie¢ telekomunikacyjna umieszczona na drodze sygnaªu steruj¡cego

Na rysunku III.80a przedstawiono schemat blokowy typowego rozproszonego ukªadu regulacji [141].
W jego skªad wchodz¡: obiekt regulacji Pc z czasem ci¡gªym, wspóªpracuj¡cy z czujnikiem (sen-
sorem) S i aktuatorem (urz¡dzeniem wykonawczym) A, kompensator dynamiczny lub regulator
C oraz sie¢ telekomunikacyjna N. Ta ostatnia po±redniczy w przesyªaniu pakietów zawieraj¡cych

N

SPCA

TS

C

a)

N

SPCA

TB TS

CM

synchronizacja

B

G

b)

– wyzwalanie
zegarem

– wyzwalanie
zdarzeniem

Rys. III.80: Schemat blokowy rozproszonego ukªadu regulacji: a) wersja podstawowa, b) wersja
zmody�kowana: Pc � obiekt regulacji z czasem ci¡gªym, S � czujnik (sensor), A � urz¡dzenie
wykonawcze (aktuator), C, Cm � kompensatory dynamiczne (regulatory), G � bramka, B � bufor,
Ts, Tb � zsynchronizowane zegary.

próbki sygnaªu steruj¡cego z kompensatora C do aktuatora A, realizuj¡cego algorytm ZOH. Sy-
gnaª wyj±ciowy obiektu Pc jest w dyskretnych chwilach czasu mierzony przez czujnik S, a uzyskane
próbki w¦druj¡ bezpo±rednio do kompensatora C. Czujnik S taktowany jest z okresem T przez zegar
Ts, natomiast akcje dyskretnego kompensatora C oraz urz¡dzenia wykonawczego A wyzwalane s¡
zdarzeniami polegaj¡cymi na otrzymaniu oczekiwanej próbki sygnaªu. Zdarzeniem inicjowany jest
równie» przesyª pakietu danych przez sie¢ N.

W dalszych rozwa»aniach zakªada¢ b¦dziemy dla uproszczenia, »e akcje czujnika, aktuatora oraz
kompensatora wykonywane s¡ natychmiastowo po ich wyzwoleniu (odpowiednio zegarem lub zda-
rzeniami), a czas trwania pojedynczej akcji jest równy zeru (nie wyst¦puj¡ opó¹nienia oblicze«,
pomiarów ani aktuacji). Zaªo»ymy równie», »e sie¢ telekomunikacyjna nie wprowadza istotnych
opó¹nie« w przesyªaniu danych, a przesyª rozpoczyna si¦ natychmiast po otrzymaniu nowego pa-
kietu. Dopu±cimy jednak mo»liwo±¢ zagubienia pakietu w sieci, skutkuj¡c¡ niedostarczeniem go do
odbiorcy. Przez zgubienie pakietu rozumie¢ tu mo»na nie tylko przypadek, w którym zostaª on
odrzucony przez sie¢ (nie dotarª do w¦zªa odbiorczego, mimo umieszczenia go w interfejsie siecio-
wym w¦zªa nadawczego), ale równie» sytuacj¦, gdy dotarª do odbiorcy z opó¹nieniem wi¦kszym od
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dopuszczalnego.

Cykl pracy ukªadu regulacji, w którym nie wyst¡piªo odrzucenie pakietu, przebiega nast¦puj¡co:
Czujnik S, pobudzony impulsem z zegara Ts, próbkuje sygnaª wyj±ciowy obiektu Pc i przesyªa
wynik pomiaru do kompensatora C. Kompensator oblicza warto±¢ sterowania i przesyªa j¡ przez
sie¢ N do aktuatora A, który podaje j¡ na wej±cie obiektu Pc. Wobec przyj¦tych zaªo»e«, czas
trwania wszystkich oblicze« jest zerowy. Je±li jednak w sieci zdarzy si¦ zgubienie pakietu, wówczas
aktuator, nie otrzymawszy warto±ci sterowania przewidzianej dla danej chwili czasu, podaje na
obiekt w zast¦pstwie warto±¢ otrzyman¡ poprzednio. Oznacza to chwilowe sterowanie z otwart¡
p¦tl¡ sprz¦»enia zwrotnego i nieadekwatn¡ warto±ci¡ sygnaªu steruj¡cego. Mo»e si¦ to przyczyni¢
do pogorszenia jako±ci sterowania lub doprowadzi¢ do utraty stabilno±ci ukªadu regulacji.

Dalej zaproponowano pewien ±rodek zaradczy przeciwko skutkom gubienia pakietów. Kompensa-
tor powinien wyznacza¢ w ka»dym kroku oblicze« nie tylko aktualna warto±ci sterowania, ale te»
prognozy (estymaty) próbek sterowa« dla kilku nast¦pnych kroków, obliczone na podstawie pro-
gnoz stanu obiektu. Pojedynczy pakiet, wysyªany przez kompensator z okresem T , zawiera w takim
przypadku nie jedn¡, lecz kilka warto±ci sygnaªu steruj¡cego: aktualn¡ próbk¦ wraz z kilkoma pro-
gnozami na przyszªo±¢. Je±li pakiet taki przedostanie si¦ przez sie¢ bez przeszkód, aktuator wykorzy-
sta zawart¡ w nim aktualn¡ warto±¢ sterowania, a towarzysz¡ce jej prognozy zapami¦tane zostan¡
w podr¦cznej pami¦ci (buforze). Je±li natomiast w pewnym kroku próbkowania nowy pakiet zosta-
nie w sieci zagubiony, urz¡dzenie wykonawcze mo»e wykorzysta¢ prognoz¦ sterowania przeznaczon¡
dla tego kroku, wzi¦t¡ z jednego z wcze±niej otrzymanych pakietów, zapami¦tanych w pami¦ci pod-
r¦cznej. Dzi¦ki temu zmniejsza si¦ prawdopodobie«stwo sytuacji, gdy aktuator, pozbawiony ocze-
kiwanego pakietu, zmuszony jest stosowa¢ poprzedni¡, przeterminowan¡ i nieadekwatn¡ warto±¢
sterowania. Schemat ukªadu regulacji, który realizuje opisany algorytm, przedstawiony jest na ry-
sunku III.80b. Na schemacie tym aktuator poprzedzony jest buforem B, przechowuj¡cym odebrane
przez sie¢ dane dane i zarz¡dzaj¡cym nimi. Drugim dodatkowym elementem, który nie wyst¦powaª
na schemacie z rysunku III.80a, jest bramka G, skªadaj¡ca w paczki (pakiety) warto±¢ sterowania
i jego prognoz, obliczone przez odpowiednio zmody�kowan¡ wersj¦ kompensatora Cm. Bufor B
w tym ukªadzie wyzwalany jest zegarem Tb, zsynchronizowanym z Ts (jednakowy okres T i ze-
rowe przesuni¦cie fazowe). Obecno±¢ dodatkowego zegara jest niezb¦dna, by bufor mógª wykry¢ fakt
zagubienia pakietu i zamiast brakuj¡cej warto±ci sterowania, przesªa¢ do aktuatora jego estymat¦
wzi¦t¡ z pakietu wcze±niejszego.

Przedstawione tu skrótowo mechanizmy dziaªania kompensatora Cm z bramk¡ G i aktuatora A
z buforem B obja±nione zostan¡ dokªadniej w nast¦pnym podrozdziale. Dwa kolejne podrozdziaªy
prezentuj¡ wyniki symulacyjnego i eksperymentalnego badania przykªadowego ukªadu regulacji, wy-
korzystuj¡cego zaproponowane algorytmy. Nast¦pna sekcja porusza kwesti¦ stabilno±ci opisywanego
ukªadu regulacji. Ostatnia, podsumowuj¡ca sekcja, zawiera uwagi ko«cowe.
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III.3.1.1 Algorytmy kompensatora i aktuatora

Niech obiekt Pd z czasem dyskretnym, uzyskany przez dyskretyzacj¦ obiektu Pc z czasem ci¡gªym,
opisany b¦dzie równaniem stanu, niekoniecznie liniowym

x[k + 1] = f
(
x[k], u[k]

)
, f : Rn ×Rp → Rn, x[0] ∈ Rn, k ∈ N

W podstawowym ukªadzie regulacji, przedstawionym na rysunku III.80a, kompensator C otrzymuje
w chwili czasu o indeksie k (dla uproszczenia zwanej dalej chwil¡ czasu k) z czujnika S peªn¡ infor-
macj¦ o stanie x[k] ∈ Rn obiektu Pd, by na jej podstawie wyznaczy¢ aktualn¡ warto±¢ sterowania

u[k] = h
(
x[k]

)
, u[k] ∈ Rp, h : Rn → Rp

Warto±¢ ta jest bezzwªocznie wysyªana do aktuatora A. Przenosz¡cy j¡ pakiet sieciowy zawiera
wyª¡cznie próbk¦ u[k] (rysunek III.81a). W zmody�kowanym ukªadzie z rysunku III.80b, wykorzy-

u k[ ]a)

u k[ ] u k k[ +1 | ] u k k[ +2 | ] u k k[ +3 | ] u k k[ +4 | ]b)

Rys. III.81: Zawarto±¢ sieciowego pakietu danych: a) dla wersji podstawowej ukªadu regulacji, b) dla
wersji zmody�kowanej z predykcj¡ sterowa« i grupowaniem próbek z horyzontem predykcji M=4.

stuj¡cym algorytm opisany w poprzednim podrozdziale, pakiet sieciowy uzupeªniany jest o progno-
zowane warto±ci sterowa« M kroków naprzód. Za M rozs¡dnie jest wzi¡¢ najwi¦ksz¡ spodziewan¡
liczb¦ nast¦puj¡cych bezpo±rednio po sobie nieudanych transmisji. Tak utworzony pojedynczy pa-
kiet zawiera nast¦puj¡ce dane:

(
u[k], u[k + 1 | k], . . . , u[k + M | k]

)
(rysunek III.81b). Prognozy

sterowania nale»y wyznacza¢ równolegle z prognozami stanu obiektu wedªug równa«

x[k + 1 | k] = f (x[k], u[k]) (III.148a)

u[k + 1 | k] = h (x[k + 1 | k]) (III.148b)

x[k + 2 | k] = f (x[k + 1 | k], u[k + 1 | k]) (III.148c)

u[k + 2 | k] = h (x[k + 2 | k]) (III.148d)

· · ·
x[k + M | k] = f (x[k + M − 1 | k], u[k + M − 1 | k]) (III.148e)

u[k + M | k] = h (x[k + M | k]) (III.148f)

Zapis u[k + q | k] oznacza prognoz¦ sterowania na q kroków naprzód, dla chwili czasu k + q, wyzna-
czon¡ w chwili k, na podstawie zmierzonej warto±ci stanu x[k]. Ze wzorów (III.148a)�(III.148f) wy-
nika, »e dla prognozowania sterowania jest konieczne równoczesne prognozowanie stanu, które z kolei
jest mo»liwe tylko wówczas, gdy znany jest model matematyczny obiektu. W kolejnej, (k + 1)-szej
chwili czasu, kompensator Cm powtarza caª¡ opisan¡ wy»ej procedur¦. Nie jest przy tym wskazane
korzystanie z obliczonych w poprzednim kroku warto±ci u[k + 1|k], . . . , u[k + M |k], x[k + 1|k],
. . . , x[k + M |k]. Estymaty sterowa« i stanów powinny by¢ w ka»dym kroku wyznaczane od nowa,
poniewa» w ka»dym kroku kompensator otrzymuje ±wie»szy, aktualniejszy pomiar stanu obiektu.
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Algorytm dziaªania kompensatora przedstawiono w postaci schematu blokowego na rysunku III.82.

h( )×

f( )×,× h( )×

f( )×,× h( )×

f( )×,× h( )×

f( )×,× h( )×

x k[ ]
u k[ ]

S

N

CM

u k k[ +1 | ]

u k k[ +2 | ]

u k k[ +3 | ]

u k M k[ + | ]

u k[ ]
u k k[ +1 | ]

u k M k[ + | ]

G

Rys. III.82: Schemat blokowy algorytmu kompensatora Cm dla horyzontu predykcji M = 4.

Bufor B, po otrzymaniu nowego pakietu z �paczk¡� sterowa«, umieszcza zawarte w nim warto±ci
w pomocniczej pami¦ci, która mo»e by¢ zorganizowana w formie tablicy (macierzy), przedstawionej
na rysunku III.83. Numer wiersza w tablicy odpowiada numerowi chwili czasu, w której ma by¢
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Rys. III.83: Pami¦¢ podr¦czna na otrzymane dane w buforze B dla horyzontu predykcji M = 4.

zastosowana warto±¢ sterowania z tego wiersza. Numer kolumny (pomniejszony o jeden) oznacza
dªugo±¢ horyzontu predykcji (prognozowania), któremu odpowiada warto±¢ umieszczona w tej ko-
lumnie (prognoza na q kroków w przód wpisywana jest do (q + 1)-szej kolumny). Rysunek III.84a
przedstawia sposób wpisywania (na ukos) do tablicy danych z pakietu docieraj¡cego przez sie¢, za±
na rysunku III.84b pokazano, w jaki sposób wybierane s¡ (w poziomie) warto±ci sterowa« przezna-
czone do przekazania aktuatorowi. Oba rysunki odpowiadaj¡ przypadkowi, gdy M = 4.

Pierwsza warto±¢ sterowania z pakietu opatrzonego znacznikiem czasowym k wpisywana jest w ta-
blicy do komórki o indeksach (k, 1). Oznacza to, »e jest ona przeznaczona dla chwili czasu k i »e
wyznaczona byªa w oparciu o zmierzon¡ warto±¢ stanu, a nie jego prognoz¦. Druga warto±¢ ste-
rowania z pakietu tra�a do komórki (k + 1, 2), co oznacza, »e przeznaczona jest dla chwili czasu
k + 1 i wyliczono j¡ w oparciu o jednokrokow¡ prognoz¦ stanu. Kolejne warto±ci sterowa« z pakietu
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Rys. III.84: Sposób zapisu (a) i odczytu (b) danych w pami¦ci podr¦cznej bufora B dla horyzontu
predykcji M = 4.

umieszczane s¡ w komórkach (k + q, q + 1), przy czym 0 6 q 6 M .

W kolejnych chwilach czasu bufor odczytuje z tablicy warto±ci sterowa« i przesyªa je do aktuatora.
W k-tej chwili czasu przegl¡dana jest zawarto±¢ k-tego wiersza w tablicy w poszukiwaniu wpisanych
danych. Pobierana jest warto±¢ z pierwszej niepustej (o jak najni»szym numerze kolumny) komórki
w danym wierszu (na rysunku III.84b � warto±¢ z komórki otoczonej lini¡ przerywan¡). Pobranie
warto±ci z pierwszej kolumny oznacza sterowanie w oparciu o aktualne, nieopó¹nione dane. Pobranie
warto±ci z dalszych kolumn to sterowanie w oparciu o dane prognozowane, pochodz¡ce z pakietów
otrzymanych w poprzednich krokach.

Opisany wy»ej algorytm gwarantuje, i» w ka»dym kroku aktuator otrzyma aktualn¡ warto±¢ stero-
wania lub jego naj±wie»sz¡ prognoz¦, jaka dotarªa do tego czasu do bufora (naj±wie»sza prognoza
oznacza warto±¢ wyznaczon¡ z najkrótszym horyzontem czasowym). Dzi¦ki temu, je±li oczekiwany
pakiet nie dotrze na czas, do obiektu doprowadzana jest prognozowana warto±¢ sterowania, która
jest bardziej uzasadniona, ni» na przykªad kopia warto±ci z poprzedniego kroku. Opisana �ci¡gªo±¢�
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sterowania jest jednak zachowana jedynie wtedy, je±li przerwa w dostarczaniu pakietów nie przekro-
czy M kroków. Je±li si¦ to zdarzy, bufor powtarza ostatni¡ podan¡ na aktuator warto±¢ sterowania
(rysunek III.84b, wiersz 12) lub te» warto±¢ zero, je±li od chwili uruchomienia ukªadu regulacji nie
napªyn¡ª jeszcze »aden pakiet z kompensatora.

W miar¦ upªywu czasu, zorganizowana w formie macierzy pami¦¢ podr¦czna bufora B rozrasta si¦
�w dóª� (zwi¦kszaj¡ si¦ numery wierszy macierzy). Jednocze±nie, dane zawarte we wcze±niejszych,
�górnych� fragmentach przestaj¡ by¢ potrzebne. Dlatego w praktycznych realizacjach pami¦¢ ta
mo»e by¢ zorganizowana w formie bufora cyklicznego. Minimalna wymagana �dªugo±¢� czy raczej
�wysoko±¢� (liczba wierszy) tego bufora to M + 1.

W nast¦pnym podrozdziale przedstawione b¦dzie porównanie dziaªania dwóch rozproszonych ukªa-
dów regulacji, dokonane w oparciu o wyniki symulacji komputerowych. Ukªady te ró»ni¡ si¦ u»ytymi
algorytmami aktuatora i kompensatora. W pierwszym przypadku zastosowany jest opisany powy»ej
zmody�kowany schemat sterowania, w którym pakiet przesyªany przez sie¢ zawiera aktualn¡ warto±¢
sterowania i M jego prognoz. W drugim, porównawczym przypadku, ka»dy pakiet z kompensatora
zawiera tylko jedn¡ (aktualn¡) warto±¢ sterowania, a aktuator powtarza poprzedni¡ warto±¢ w przy-
padku nieotrzymania na czas ±wie»ych danych (�podstawowy� ukªad regulacji).

III.3.1.2 Wyniki bada« symulacyjnych dla przykªadowego obiektu regulacji

Do symulacji wykorzystano liniowy, stacjonarny, sko«czenie wymiarowy obiekt regulacji Pd, dru-
giego rz¦du, o jednym wej±ciu, z czasem dyskretnym, opisany równaniem stanu

x[k + 1] = Φx[k] + Γ u[k] (III.149)

gdzie

Φ =

[
1 0.1823

0 0.8281

]
, Γ =

[
0.07005

0.6792

]
(III.150)

oraz

x[k] ∈ Rn, n = dimx[k] = 2, u[k] ∈ Rp, p = dimu[k] = 1, k ∈ {0, 1, 2, . . .} = N

Równanie ró»nicowe (III.149) wraz z macierzami (III.150) otrzymano przez dyskretyzacj¦ typu
�ZOH�, z okresem próbkowania T = 0.2, równania stanu

ẋ(t) = A x(t) + B u(t) (III.151)

z macierzami

A =

[
0 1

0 −0.9434

]
, B =

[
0

3.726

]
(III.152)

gdzie

x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R, t ∈ [0, ∞)

Okres próbkowania T to zarazem okres, z jakim zegary Ts i Tb, pokazane na rysunku III.80b,
taktuj¡ elementy S i B ukªadów regulacji.
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Równanie stanu (III.151) wraz z danymi (III.152) stanowi uproszczony model matematyczny ser-
womechanizmu pr¡du staªego, sterowanego napi¦ciem przyªo»onym do zacisków komutatora silnika
ze wzbudzeniem od magnesów trwaªych [103]. Podobny obiekt opisano wcze±niej w podrozdziale
III.2.3.1. Otrzymane równanie stanu (III.151) jest stabilne, ale nie asymptotycznie: jedna z warto±ci
wªasnych macierzy A jest równa zeru, druga jest rzeczywist¡ liczb¡ ujemn¡. Tak¡ sam¡ wªasno±¢
stabilno±ci posiada uzyskane przez dyskretyzacj¦ równanie (III.149). Tutaj jedna z dwóch rzeczywi-
stych warto±ci wªasnych macierzy Φ jest równa jedno±ci, a druga nale»y do przedziaªu (0, 1).

Warto±ci liczbowe elementów macierzy A i B (wzory (III.152)) uzyskano w wyniku identy�kacji
parametrów rzeczywistego, laboratoryjnego serwomechanizmu pr¡du staªego [120]. Ukªad ten wy-
korzystywano podczas eksperymentów, których wyniki przedstawione s¡ w nast¦pnym podrozdziale.

Dyskretny w czasie system dynamiczny (III.149) jest sterowalny i mo»e by¢ ustabilizowany przy
pomocy odpowiednio dobranego statycznego macierzowego (wielowymiarowego) regulatora propor-
cjonalnego od stanu x, opisanego formuª¡

u[k] = −K x[k], K ∈ R1×2 (III.153)

Macierz wzmocnie« K regulatora mo»na wyznaczy¢ metod¡ lokowania biegunów (przesuwania war-
to±ci wªasnych), zadaj¡c warto±ci wªasne macierzy Φ − ΓK zamkni¦tego ukªadu regulacji. Dla
λ (Φ− Γ K) = {0.8106, 0.8106} (podwójny biegun rzeczywisty, asymptotycznie stabilny) uzyskuje
si¦ wynik K =

[
0.2640 0.2773

]
. Wykorzystano go w badaniach symulacyjnych, przeprowadzo-

nych przy pomocy pakietu oblicze« numerycznych MATLAB/Simulink. Analizowano dwie ró»ne
wersje ukªadu: z predykcj¡ sterowa« (zmody�kowan¡) i bez niego (podstawow¡). Symulacje w ukªa-
dzie z grupowaniem przeprowadzono dla horyzontu predykcji M = 12. Przed symulacjami, w obu
systemach przedstawionych na rysunkach III.80a i III.80b wprowadzono pewne mody�kacje, uzy-
skuj¡c ukªady pokazane na schematach III.85a i III.85b. Pierwsza zmiana polega na wprowadzeniu
losowo niezale»nych zakªóce« stochastycznych z[k], które dodaj¡ si¦ do sygnaªu wyj±ciowego obiektu.
Druga ró»nica wi¡»e si¦ z wprowadzeniem zadajników R i Rm, generuj¡cych prostok¡tny przebieg
warto±ci zadanej r1[k] o okresie Tr = Nr T = 60 · T i amplitudzie Ar = 1.5. Warto±¢ zadana r1[k]

odpowiada pierwszej skªadowej wektora stanu x1[k]. Druga skªadowa r2[k] wektora r[k] jest równa
zeru. Zegar Tr taktuj¡cy zadajnik pracuje synchronicznie z zegarem Ts. Ze wzgl¦du na obecno±¢
niezerowego sygnaªu warto±ci zadanej r[k], wzór (III.153), który opisuje regulator, nale»y zast¡pi¢
formuª¡

u[k] = K
(
r[k]− x[k]− z[k]

)

w której uwzgl¦dniono równie» zakªócenia z[k]. Analogiczne zmiany trzeba wprowadzi¢ w równa-
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niach (III.148b)�(III.148f), wykorzystywanych przez kompensator Cm

x[k + 1 | k] = Φ (x[k] + z[k]) + Γu[k] (III.154a)

u[k + 1 | k] = K
(
r[k + 1]− x[k + 1 | k]

)
(III.154b)

x[k + 2 | k] = Φx[k + 1 | k] + Γ u[k + 1 | k] (III.154c)

u[k + 2 | k] = K
(
r[k + 2]− x[k + 2 | k]

)
(III.154d)

· · ·
x[k + M | k] = Φx[k + M − 1 | k] + Γ u[k + M − 1 | k] (III.154e)

u[k + M | k] = K
(
r[k + M ]− x[k + M | k]

)
(III.154f)

Na rysunku III.85a wida¢ w¦zeª sumacyjny, wyliczaj¡cy ró»nic¦ x[k] + z[k]− r[k]. Nie ma go nato-
miast na schemacie III.85b, na którym oba sygnaªy: x[k] + z[k] oraz r[k] wprowadzono niezale»nie
do bloku kompensatora Cm. Wida¢ tu równie» dodatkowe drogi przepªywu sygnaªów mi¦dzy zadaj-
nikiem Rm a kompensatorem Cm, za po±rednictwem których w chwili czasu k zadajnik przekazuje
kompensatorowi tak»e przyszªe warto±ci zadane r[k + 1], . . . , r[k + M ]. Dzi¦ki temu kompensa-
tor mo»e wyznaczy¢ estymaty przyszªych stanów oraz sterowa« u[k + 1|k], . . . , u[k + M |k] wedªug
wzorów (III.154a)�(III.154f).

W oparciu o schematy z rysunku III.85 przeprowadzono szereg bada« symulacyjnych, przyjmuj¡c
ka»dorazowo zerowe warunki pocz¡tkowe dla obiektuPd. Horyzont czasowy, na którym prowadzono

N
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r k r k r k M[ ], [ +1], … , [ + ]

…
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Rys. III.85: Schematy blokowe ukªadów regulacji wykorzystywanych podczas symulacji: a) wersja
z przesyªaniem pojedynczej próbki, b) wersja z przesyªaniem pakietu próbek.

symulacje, wynosiª H = N T = 750 ·T . Zaªo»ono, »e zegary Ts, Tr i Tb, widoczne na schematach
na rysunku III.85, pracuj¡ synchronicznie z jednakowym okresem T i zerowymi przesuni¦ciami
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fazowymi. Do oceny jako±ci regulacji sªu»yª sumacyjny, kwadratowy wska¹nik jako±ci ze sko«czonym
horyzontem czasowym

J =
N∑

k=0

∥∥x[k]− ξ[k]
∥∥2

Wyst¦puj¡ca w nim porównawcza trajektoria stanu ξ[k] odpowiada systemowi bez zakªóce« z[k]

i bez gubienia pakietów. Podczas symulacji pracy ukªadów z rysunku III.85 zaªo»ono, »e pakiety
danych w sieci dostarczane s¡ z mniejszym od jedno±ci prawdopodobie«stwem p = 0.2. Zdarzenia po-
legaj¡ce na zgubieniu pakietu w kolejnych okresach próbkowania s¡ od siebie niezale»ne. Niezale»ne
s¡ równie» poszczególne skªadowe wektora zakªóce« zi[k] dla i ∈ {1, 2} w kolejnych chwilach czasu
k ∈ {0, 1, 2, . . . , N}. Dla ka»dego k oraz i zmienna losowa zi[k] ma rozkªad normalny o zerowej
warto±ci ±redniej (m = 0) i wariancji σ = 0.15. Wyniki symulacji dla kilku ró»nych losowych ci¡gów
zakªóce« i ró»nych sekwencji gubienia pakietów zamieszczone s¡ w tabeli III.9. U»yty w nagªówku
tabeli symbol J0 oznacza warto±¢ wska¹nika jako±ci w ukªadzie bez kompensacji utraty danych
(�podstawowym�), za± JM � warto±¢ wska¹nika dla przypadku przesyªania paczki skªadaj¡cej si¦ ze
sterowania i jego estymat. Parametr κ to stosunek wska¹ników jako±ci J0 i JM (κ = J0/JM ). Du»a
warto±¢ wska¹nika κ wskazuje na znaczn¡ przewag¦ pod wzgl¦dem jako±ci regulacji ukªadu z prze-
syªaniem paczki estymat sterowania w stosunku do systemu z przesyªaniem pojedynczej warto±ci.
W ostatnim wierszu tabeli umieszczono warto±ci ±rednie, obliczone na podstawie danych z wierszy
powy»ej.

Tab. III.9: Porównanie jako±ci regulacji dla ró»nych wariantów ukªadu sterowania (J0 � wska¹nik
jako±ci dla ukªadu z przesyªaniem pojedynczej próbki, JM � wska¹nik jako±ci w ukªadzie z przesy-
ªaniem grupy danych).

Nr JM J0 κ = J0/JM

1 38.36 1431 37.30
2 30.12 2444 81.15
3 70.31 14485 206.0
4 350.5 2220 6.333
5 79.87 7607 95.25
6 22.09 1690 76.51
7 21.08 1833 86.95
8 77.73 2347 30.19
9 45.13 938.3 20.79
10 29.01 2936 101.2

�rednia 76.42 3.793 74.17

Dane z tabeli wskazuj¡ na wyra¹n¡ przewag¦ ukªadu, w którym przesyªana jest �paczka� sterowa«.
Wy»sza jako±¢ regulacji w tym ukªadzie mo»e by¢ jednak okupiona zwi¦kszonym obci¡»eniem sieci
komunikacyjnej N (ze wzgl¦du na wi¦kszy rozmiar pakietu danych � patrz uwaga dotycz¡ca proto-
koªu Ethernet w rozdziale III.2.1.6) oraz wi¦ksz¡ zªo»ono±ci¡ oblicze« w kompensatorze (ze wzgl¦du
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na konieczno±¢ estymacji stanu i wyliczania nie jednej, lecz kilku warto±ci sterowania). Na rysunku
III.86 przedstawiono przebiegi czasowe pierwszej zmiennej stanu x1, uzyskane w eksperymencie
podobnym do tych, na podstawie których otrzymano dane zamieszczone w tabeli III.9.
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Rys. III.86: Trajektorie stanu uzyskane w wyniku symulacji dla M = 12 i p = 0.2: a) ukªad
z przesyªaniem paczki sterowa«, b) ukªad z przesyªaniem pojedynczego sterowania (bez kompensacji
gubienia pakietów) (x1 � linia ci¡gªa, r1 � linia przerywana).

U±redniona warto±¢ stosunku wska¹ników jako±ci κ = J0/JM , umieszczona w ostatnim wierszu
tabeli III.9, wynosi 74.17. Odpowiada on nast¦puj¡cym parametrom symulacji: p = 0.2, M = 12.
Zestawienie warto±ci wspóªczynnika κ, wyznaczonych w podobny sposób dla niezmiennego hory-
zontu predykcji M = 12 oraz ró»nych warto±ci prawdopodobie«stwa p, zamieszczone jest w tabeli
III.10. U±rednianiu podlegaªo ka»dorazowo 100 wyników symulacji. Wyniki z tabeli (z wyj¡tkiem
pierwszego wpisu) zaprezentowano równie» w postaci wykresu na rysunku III.87. Ksztaªt krzywej

Tab. III.10: Zale»no±¢ u±rednionego stosunku κ = J0/JM od prawdopodobie«stwa p dla horyzontu
predykcji M = 12.

p 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
κ 3071 173.0 78.7 52.5 32.2 23.5 17.2 13.7 9.84

p 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
κ 8.56 6.51 5.57 4.13 3.27 2.54 2.00 1.47 1

potwierdza ªatwy do przewidzenia fakt: przewaga ukªadu z grupowym przesyªaniem próbek jest tym
wi¦ksza, im wi¦ksze prawdopodobie«stwo zgubienia pakietu w sieci.

III.3.1.3 Wyniki eksperymentów

Opisany powy»ej algorytm sterowania przetestowano praktycznie w ukªadzie przedstawionym na ry-
sunku III.88. W roli obiektu regulacji wykorzystano serwomechanizm pr¡du staªego o parametrach
podanych w poprzednim podrozdziale (macierze (III.152) i (III.150)). Silnik serwomechanizmu zasi-
lany byª za po±rednictwem analogowego wzmacniacza mocy. Do pomiaru poªo»enia k¡towego waªu
silnika u»yty zostaª enkoder przyrostowy, za± pr¦dko±¢ k¡tow¡ mierzono przy pomocy tachopr¡d-
nicy pr¡du staªego. Algorytm sterowania zakodowano w postaci modelu gra�cznego utworzonego
w Simulinku. Zastosowano horyzont predykcji M = 12. Uproszczona wersja modelu przedstawiona
jest na rysunku III.89. Horyzont predykcji skrócono tu do M = 4, by zmniejszony dzi¦ki temu
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Rys. III.87: Zale»no±¢ u±rednionego stosunku κ = J0/JM od prawdopodobie«stwa p dla horyzontu
predykcji M = 12.
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Rys. III.88: Schemat laboratoryjnego serwomechanizmu pr¡du staªego, u»ytego do eksperymentów.

schemat zmie±ciª si¦ na ilustracji. Na podstawie modelu, korzystaj¡c z przyborników Real-Time
Workshop oraz Real-Time Windows Target (wchodz¡cych w skªad pakietu MATLAB) oraz kompi-
latora Watcom C, wygenerowano automatycznie aplikacj¦ steruj¡c¡ czasu rzeczywistego. Aplikacja
ta pracowaªa pod kontrol¡ systemu operacyjnego Windows XP i komunikowaªa si¦ z obiektem regu-
lacji za po±rednictwem uniwersalnej analogowo-cyfrowej karty wej±cia-wyj±cia PCL 812 PG. Karta
wspóªpracowaªa z magistral¡ ISA u»ytego komputera PC z procesorem Intel Pentium III 700 MHz.
Podczas eksperymentów model utworzony wcze±niej w Simulinku peªniª rol¦ interfejsu gra�cznego,
umo»liwiaj¡cego zarz¡dzanie prac¡ aplikacji steruj¡cej oraz rejestrowanie przebiegów czasowych sy-
gnaªów wyst¦puj¡cych w ukªadzie regulacji. Jedyny elementem ukªadu, który nie byª w nim �zycznie
obecny, to symulowana w aplikacji steruj¡cej sie¢ komunikacyjna. Zaªo»ono o niej, »e nie wprowadza
opó¹nie« transmisji, ale zdarza si¦ w niej gubienie pakietów. Zaªo»ono, »e zjawisko to ma charakter
probabilistyczny, odrzucenia w kolejnych chwilach czasu s¡ losowo niezale»ne, a prawdopodobie«-
stwo prawidªowej transmisji wynosi p = 0.2. Sie¢ modelowana jest mi¦dzy innymi przez nast¦puj¡ce
elementy, widoczne na schemacie na rysunku III.89: Uniform Random Number, Relational Operation,
Discrete-Time Integrator, Multiport Switch, Unit Delay.

Wyniki do±wiadcze« zaprezentowane s¡ na rysunku III.90 w formie trajektorii pierwszej wspóª-
rz¦dnej wektora stanu obiektu regulacji. Zamieszczono tu dwa przebiegi, odpowiednio dla ukªadu
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Rys. III.89: Model aplikacji steruj¡cej w Simulinku dla horyzont predykcji skróconego do M = 4

(podczas symulacji i eksperymentów stosowano M = 12).

z grupowaniem warto±ci sterowa« oraz z przesyªaniem pojedynczej próbki sterowania, uzyskane dla
p = 0.2 i M = 12. Jako±ciowe porównanie zamieszczonych trajektorii potwierdza wnioski wyci¡-
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Rys. III.90: Trajektorie stanu obiektu zarejestrowane podczas do±wiadczenia praktycznego: a) ukªad
z grupowaniem próbek sterowania, b) ukªad z przesyªaniem pojedynczej próbki (x1 � linia ci¡gªa,
r1 � linia przerywana).

gni¦te podczas symulacji. Jak wyra¹nie wida¢, ukªad z grupowaniem próbek zapewnia lepsz¡ jako±¢
regulacji w stosunku do ukªadu podstawowego.

179



III.3.1.4 Stabilno±¢ ukªadu regulacji z prognozowaniem sterowa«

Analizuj¡c stabilno±¢ opisanego ukªadu sterowania (a tak»e jako±¢ regulacji oraz charakter wyst¦-
puj¡cych w nim przebiegów przej±ciowych) nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ nast¦puj¡ce czynniki [142]:

• niezgodno±¢ obiektu regulacji Pd z jego modelem matematycznym M, u»ytym podczas pro-
jektowania kompensatora Cm; niezgodno±¢ ta mo»e dotyczy¢ zarówno struktury jak i para-
metrów,

• wyst¦powanie zakªóce« z[k], które na schematach z rysunków III.85a i III.85b sprowadzono
na wyj±cie obiektu Pd,

• charakter zjawiska gubienia pakietów podczas transmisji sieciowych; szczególnie istotne jest,
czy liczba kolejno nast¦puj¡cych po sobie nieudanych transmisji jest ograniczona z góry (co
jest w pewnym sensie równowa»ne istnieniu gwarantowanej, minimalnej cz¦stotliwo±ci udanych
transferów).

Z punktu widzenia zapewnienia stabilno±ci i wysokiej jako±ci regulacji, najkorzystniejszy jest �ide-
alny� przypadek, w którym:

• model M, u»yty przy projektowaniu kompensatora Cm, zgadza si¦ pod wzgl¦dem struktury
i parametrów z obiektem Pd, opisanym równaniem stanu (III.149),

• w ukªadzie nie wyst¦puj¡ zakªócenia z[k],

• najdªu»sza mo»liwa przerwa w transmisji sieciowej nie przekracza zaªo»onej dªugo±¢ horyzontu
predykcji M .

Je±li maksymalna dªugo±¢ przerw w transmisji nie przekracza horyzontu predykcji M , aktuator
otrzymuje zawsze b¡d¹ aktualn¡ warto±¢ sterowania, b¡d¹ wªa±ciw¡ prognoz¦, przewidzian¡ na
dan¡ chwil¦ czasu. Nigdy nie wyst¦puje konieczno±¢ sterowania w oparciu o �przeterminowan¡�
estymat¦, przeznaczon¡ dla którego± z wcze±niejszych okresów próbkowania. Zaªo»ona peªna zgod-
no±¢ modelu z obiektem oraz brak zakªóce« gwarantuj¡ zgodno±¢ estymat stanu, wyznaczonych
wedªug wzorów (III.154a), (III.154c) i (III.154e), z faktycznym stanem obiektu Pd. Obie te okolicz-
no±ci razem sprawiaj¡, »e w ka»dej dyskretnej chwili czasu aktuator otrzymuje tak¡ sam¡ warto±¢
sterowania, jak¡ otrzymaªby w ukªadzie, w którym nie wyst¦puje gubienie pakietów. Warunkiem
koniecznym i dostatecznym asymptotycznej stabilno±ci takiego ukªadu regulacji jest asymptotyczna
stabilno±¢ (w sensie Schura) macierzy Φ − ΓK. Speªnienie tego warunku w opisanych wy»ej sy-
mulacjach i do±wiadczeniach byªo zapewnione dzi¦ki odpowiedniemu doborowi macierzy regulatora
proporcjonalnego K metod¡ lokowania biegunów (przesuwania warto±ci wªasnych) [86].

Bardziej zbli»ony do rzeczywistego jest ukªad, który ró»ni si¦ od poprzednio rozpatrywanego wy-
st¦powaniem niezgodno±ci parametrów modelu i obiektu. Jego wªasno±ci s¡ nast¦puj¡ce:

• model M, u»yty przy projektowaniu kompensatora Cm, zgadza si¦ pod wzgl¦dem struktury
z obiektem Pd, jednak wyst¦puj¡ ró»nice w warto±ciach ich parametrów,

• w ukªadzie nie wyst¦puj¡ zakªócenia z[k],

• najdªu»sza mo»liwa przerwa w transmisji sieciowej jest ograniczona z góry przez dªugo±¢ ho-
ryzontu predykcji M .
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Oznaczmy przez Φ̂ oraz Γ̂ estymaty macierzy Φ i Γ (stanu i wej±cia) obiektu Pd, opisanego równa-
niem (III.149), uzyskane na przykªad na drodze identy�kacji. Równanie modelu obiektu M, wyko-
rzystuj¡ce te estymaty, otrzymuje posta¢

x[k + 1] = Φ̂x[k] + Γ̂ u[k] (III.155)

Niech I ⊂ N b¦dzie zbiorem tych wszystkich chwil czasu k ∈ N, w których przesªanie danych
przez sie¢ zako«czyªo si¦ sukcesem. Na rysunku III.91 zaznaczono je w postaci zaczernionych kóªek.
Chwile czasu, w których transmisje sieciowe nie powiodªy si¦, tworz¡ zbiórN\I. Nieudane przesªania
sieciowe mo»na pogrupowa¢ w rozª¡czne, nieprzerwane, nie stykaj¡ce si¦ bezpo±rednio ze sob¡ ci¡gi,
zaznaczone na rysunku III.91 pustymi kóªkami i obj¦te klamrami. Oznaczmy dªugo±¢ (liczb¦ chwil
chwil czasowych) ka»dego takiego ci¡gu przez dk = d[k], przy czym indeks (argument) k ∈ I

oznacza chwil¦ czasu, w której miaªa miejsce ostatnia udana transmisja sieciowa, bezpo±rednio
poprzedzaj¡ca dany ci¡g nieudanych transmisji. Dla uogólnienia mo»na przyj¡¢ umow¦, »e równie»

d7=1 d11=2d2=3d0=d1=0 d6=3 d d9 10= =0} } }

k

110 1 2 6 7 9

k d+ +1
k

k

10 12 13 143 4 5 8

2+3+1

7+1+1 11+2+1

Rys. III.91: Przykªad diagramu czasowego przedstawiaj¡cego ci¡g udanych (•) i nieudanych (◦)
transmisji w sieci.

ka»de dwie s¡siaduj¡ce ze sob¡ udane transmisje w chwilach czasu k oraz k + 1, nale»¡cych do
zbioru I, rozdzielone s¡ równie» ci¡giem nieudanych przesªa«, ale dªugo±¢ tego ci¡gu jest równa
zeru (dk = 0). Warto±ci dk dla k /∈ I nie s¡ okre±lone. Podsumowuj¡c, elementy k zbioru I s¡
numerami wszystkich tych dyskretnych chwil czasu, w których miaªy miejsce udane transmisje
sieciowe, za± wielko±ci dk (dla k ∈ I) okre±laj¡ dªugo±ci (mog¡ce przyjmowa¢ warto±¢ zero) spójnych
i maksymalnych ci¡gów nieudanych przesªa« sieciowych, rozpoczynaj¡cych si¦ od chwil czasu k +1.

Znajd¹my zale»no±¢ mi¦dzy stanem x [·] systemu w dwóch chwilach czasu: k ∈ I oraz k + dk +

1 ∈ I. Pierwsza z nich odpowiada ostatniej udanej transmisji poprzedzaj¡cej dk-krokow¡ prze-
rw¦; druga chwila czasu odpowiada pierwszej udanej transmisji nast¦puj¡cej bezpo±rednio po tej
przerwie. B¦dziemy rozpatrywa¢ zadanie stabilizacji stanu x[k] w zerowym punkcie równowagi. Wy-
ci¡gni¦te wnioski pozostan¡ prawdziwe tak»e dla zadania regulacji programowej, które realizowane
jest w ukªadach pokazanych na rysunkach III.85a i III.85b. Poniewa» zaªo»ono niezgodno±¢ modelu
(III.155) z obiektem (III.149) oraz brak zakªóce« z[k], równania (III.154a)�(III.154f), wykorzysty-
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wane przez kompensator, przyjmuj¡ posta¢

x[k + 1 | k] = Φ̂x[k] + Γ̂u[k]

u[k + 1 | k] = −K x[k + 1 | k]

x[k + 2 | k] = Φ̂x[k + 1 | k] + Γ̂ u[k + 1 | k]

u[k + 2 | k] = −K x[k + 2 | k]

· · ·
x[k + M | k] = Φ̂x[k + M − 1 | k] + Γ̂ u[k + M − 1 | k]

u[k + M | k] = −K x[k + M | k]

Pomini¦to w nich warto±¢ zadan¡ r[·], poniewa» w przyj¦tym zadaniu stabilizacji jest ona równa
zeru. Ze wzgl¦du na zaªo»ony brak zakªóce« z[k], wielko±¢ x[k] + z[k] zast¡piono przez x[k]. Przy-
kªadowo, na podstawie powy»szych wzorów oraz równa« (III.149) i (III.153), dla dk = 1 otrzymuje
si¦ nast¦puj¡c¡ zale»no±¢ mi¦dzy stanem w chwilach czasu k oraz k + dk + 1.

x[k + dk + 1] = x[k + 2] = Φ (Φx[k]− ΓK x[k])− ΓK
(
Φ̂ x[k]− Γ̂K x[k]

)
, dk = 1

Po przeksztaªceniach dostajemy

x[k + 2] =
(
Φ2 − ΦΓ K − ΓK Φ̂ + ΓK Γ̂ K

)
x[k], dk = 1 (III.157)

Dla dk = 2 obowi¡zuje równanie

x[k + 3] =
(
Φ3 − Φ2 ΓK − Φ ΓK Φ̂ + Φ ΓK Γ̂K+

−ΓK Φ̂2 + Γ K Φ̂ Γ̂K + ΓK Γ̂K Φ̂− ΓK Γ̂K Γ̂K
)

x[k], dk = 2
(III.158)

Do powy»szego zestawu równa« (III.157), (III.158) dodamy jeszcze formuª¦ opisuj¡c¡ zale»no±¢
mi¦dzy stanami x[k] oraz x[k + 1] w przypadku, gdy w obu chwilach czasu k oraz k + 1 transmisje
powiodªy si¦ (k, k + 1 ∈ I, dk = 0)

x[k + 1] = (Φ− Γ K) x[k], dk = 0 (III.159)

Jak wspomniano wcze±niej, przypadek ten mo»na traktowa¢ jak wyst¡pienie w transmisji przerwy
o zerowej dªugo±ci (dk = 0). Podobne wzory mo»na wyprowadzi¢ dla pozostaªych warto±ci, które
mo»e przyjmowa¢ dk (dk ∈ D = {0, 1, 2, . . . , M}). Formuªy (III.157)�(III.159), stosowane w od-
powiedniej kolejno±ci, pozwalaj¡ wyznaczy¢ warto±ci stanu x w kolejnych chwilach czasu k ∈ I,
w których nast¦powaªy prawidªowe transmisje sieciowe. Przy zaªo»eniu, »e transmisja w zerowej
chwili czasu byªa udana, wymienione wy»ej równania mo»na zapisa¢ zbiorczo jednym wzorem

x[k + dk + 1] = Θ(dk) x[k] (III.160)

gdzie

k ∈ I, 0 ∈ I, x[0] ∈ Rn, dk ∈ D = {0, 1, · · · , M}

Pod symbolem Θ(d) dla d = 0, 1, 2, · · · , M kryj¡ si¦ macierze wyst¦puj¡ce w prawych stronach
równa« (III.157)�(III.159). Badanie stabilno±ci rozwa»anego ukªadu regulacji mo»na zast¡pi¢ ba-
daniem stabilno±ci systemu dynamicznego opisanego równaniem (III.160). Jest on niestacjonarny
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ze wzgl¦du na zale»no±¢ macierzy Θ(·) od zmieniaj¡cego si¦ w czasie parametru dk. Warto±¢ tego
parametru dla kolejnych chwil czasu k ze zbioru I zmienia si¦ w sposób przypadkowy. Wcze±niej
nic nie zaªo»ono o charakterze zmienno±ci dk, poza warunkiem 0 6 dk 6 M, ∀ k ∈ I. Twierdzenia
dotycz¡ce stabilno±ci niestacjonarnych systemów dynamicznych podano w podrozdziale III.1.1.2.
Zgodnie z twierdzeniem III.6, warunkiem koniecznym asymptotycznej stabilno±ci systemu (III.160)
jest, by ka»da z macierzy Θ(d) dla ka»dego d ∈ D = {0, 1, · · · , M} byªa asymptotycznie stabilna
w sensie Schura

λ (Θ (d)) ∈ C¯, d ∈ {0, 1, · · · , M}

Z kolei przykªadowy warunek dostateczny podany jest w twierdzeniu III.5. By przy jego pomocy
wykaza¢ asymptotyczn¡ stabilno±¢ systemu (III.160), nale»y znale¹¢ rzeczywist¡, dodatnio okre±lon¡
macierz V , która speªnia jednocze±nie M + 1 nierówno±ci macierzowych (LMI - Linear Matrix
Inequality)

Θ(d)T V Θ(d)− V < 0, ∀ d ∈ {0, 1, · · · , M} (III.161)

przy czym zapis W < 0 oznacza ujemn¡ okre±lono±¢ macierzy W . Gdy znane s¡ warto±ci macie-
rzy Φ, Γ, Φ̂, Γ̂ oraz K, ukªad (III.161) mo»e by¢ rozwi¡zany za pomoc¡ metod numerycznych,
zaimplementowanych mi¦dzy innymi w programie MATLAB w ramach przybornika Robust Control
Toolbox.

Podany wy»ej warunek dostateczny stabilno±ci mo»e okaza¢ si¦ mocno zachowawczy, je±li bli»ej
znany jest charakter ci¡gu {dk}k∈I (poza warunkiem 0 6 dk 6 M, ∀ k ∈ I). Wówczas równie»
zamieszczony wy»ej warunek konieczny mo»e przesta¢ by¢ sªuszny. Je±li na przykªad specy�ka zmian
dk opisana jest ªa«cuchem Markowa, stosowa¢ mo»na twierdzenie podane w pracach [42,134].

Przedstawione wy»ej wnioski dotycz¡ce stabilno±ci pozostaj¡ sªuszne równie» w sytuacji, gdy w ukªa-
dzie obecne s¡ zakªócenia z[k]. Wówczas jednak nie mo»na oczekiwa¢ (nawet w przypadku zadania
stabilizacji) zanikania przebiegów przej±ciowych uchybu regulacji do zera. Charakter tych przebie-
gów zale»y mocno od charakteru zakªóce«. Nale»y spodziewa¢ si¦ istotnego pogorszenia jako±ci
regulacji w ukªadzie z gubieniem pakietów w stosunku do ukªadu z bezbª¦dn¡ transmisj¡, poniewa»
estymaty stanu (obliczane w kompensatorze Cm) obci¡»one s¡ bª¦dami kumuluj¡cymi si¦ w trakcie
stosowania wzorów (III.154a), (III.154c), (III.154e). W przypadku kilkukrokowego zaniku transmi-
sji oznacza to sterowanie obiektem w kolejnych krokach w oparciu o kolejne estymaty obci¡»one
narastaj¡cym bª¦dem.

Najtrudniejszy do analizy stabilno±ci jest przypadek, gdy maksymalna dªugo±¢ przerwy w trans-
misji sieciowej nie jest ograniczona z góry, lub gdy ograniczenie to przekracza dªugo±¢ horyzontu
predykcji. W przypadku braku ograniczenia, konieczne jest w zast¦pstwie inne scharakteryzowa-
nie zaników transmisji, na przykªad przez podanie ich opisu probabilistycznego. Wówczas nale»y
bada¢ i dowodzi¢ odmiennego rodzaju stabilno±ci, zde�niowanej na gruncie teorii prawdopodobie«-
stwa. Przykªady ró»nych de�nicji stabilno±ci dla takiego przypadku mo»na znale¹¢ w pracy [92].
Zagadnienie to nie jest tu jednak rozwa»ane.
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III.3.1.5 Podsumowanie i uwagi ko«cowe

Wy»ej przedstawiono porównanie dwóch ró»nych algorytmów sterowania dla rozproszonego ukªadu
regulacji, ró»ni¡cych si¦ organizacj¡ przesyªu danych steruj¡cych przez sie¢ telekomunikacyjn¡,
w której mo»e wyst¦powa¢ zjawisko gubienia pakietów. W prostszym wariancie, w ka»dej dyskretnej
chwili czasu przesyªana jest pojedyncza próbka sygnaªu steruj¡cego. W razie zagubienia pakietu,
obiekt otrzymuje sterowanie z poprzedniego kroku. Drugi wariant polega za± na wyznaczaniu i wy-
syªaniu pakietu zawieraj¡cego � oprócz aktualnego sterowania � tak»e jego estymaty na kilka kroków
w przód. W przypadku zagubienia takiego pakietu, na obiekt podawana jest estymata sterowania
przeznaczona dla aktualnego kroku, pochodz¡ca z jednej z wcze±niej odebranych pakietów. Wyniki
symulacji komputerowych oraz eksperymentów praktycznych pokazaªy istotn¡ przewag¦ algorytmu
wykorzystuj¡cego grupowanie próbek.

W powy»szych rozwa»aniach zaªo»ono, »e caªkowite opó¹nienie τ w p¦tli sprz¦»enia zwrotnego jest
równe zeru. W praktycznych ukªadach regulacji zaªo»enie to nie jest speªnione, dlatego przed im-
plementacj¡ przedstawiony algorytm wymaga pewnych mody�kacji. Je±li caªkowite opó¹nienie τ ,
wnoszone przez p¦tl¦ sprz¦»enia zwrotnego, jest wielokrotnie mniejsze od okresu próbkowania T

(τ ¿ T ), mo»na nie uwzgl¦dnia¢ jego wpªywu na prac¦ ukªadu regulacji. W praktycznej realizacji
systemu nale»y natomiast przesun¡¢ fazy pocz¡tkowe (chwile startu) zegarów w ukªadzie z rysunku
III.80b tak, by impuls zegara Tb opó¹niaª si¦ w stosunku do Ta o wielko±¢ nieznacznie wi¦ksz¡ od
opó¹nienia τ . Je±li natomiast opó¹nienie τ nie jest zaniedbywalne, ale nie przekracza okresu próbko-
wania T , nale»y tak zmody�kowa¢ bufor B, by sztucznie wydªu»aª opó¹nienie ka»dego z pakietów do
warto±ci równej T . Wydªu»one w ten sposób i staªe opó¹nienie T uwzgl¦dni¢ nale»y w modelu ma-
tematycznym obiektu, stosuj¡c metod¦ rozszerzonej przestrzeni stanu [46]. Przesuni¦cie faz zegarów
Tb i Ts nie jest wówczas potrzebne.

Pakiet danych zawieraj¡cy � oprócz aktualnej warto±ci sterowania � równie» jego estymaty dla kilku
kroków w przód, jest wi¦kszy od pakietu pozbawionego tych estymat. Transmisja takiego powi¦k-
szonego pakietu wi¡»e si¦ zazwyczaj ze wzrostem obci¡»enia u»ytej sieci komunikacyjnej. Cz¦sto
jednak rozmiar pola danych w pakiecie jest niewielki w stosunku do rozmiaru pozostaªych jego
skªadników (preambuªy, sumy kontrolne, pola steruj¡ce, adresy: nadawcy i odbiorcy itp.). W ta-
kim przypadku wzrost obci¡»enia sieci jest niewspóªmiernie maªy w stosunku do zysku mierzonego
popraw¡ jako±ci regulacji, jak¡ mo»na osi¡gn¡¢ stosuj¡c przedstawiony wy»ej algorytm. Co wi¦cej,
w niektórych sieciach zde�niowana jest minimalna dopuszczalna dªugo±¢ pakietu (przykªadem jest
Ethernet). W sieciach tych mo»e si¦ zdarzy¢, »e dodanie dodatkowych próbek do ramki nie zwi¦kszy
jej dªugo±ci, poniewa» w przypadku ich braku i tak jest ona uzupeªniana zerami w celu osi¡gni¦cia
wymaganej minimalnej dªugo±ci (porównaj rysunek III.63 na stronie 129). Odr¦bnym zagadnieniem
jest wzrost zªo»ono±ci oblicze« (i co za tym idzie � wymaganego przez nie czasu) w kompensa-
torze. Jednak w wielu przypadkach sterowniki logiczne, komputery przemysªowe lub sterowniki
mikroprocesorowe, na których realizowany jest algorytm kompensatora, dysponuj¡ znaczn¡ rezerw¡
mocy. Wówczas zwi¦kszenie czasochªonno±ci oblicze« nie wi¡»e si¦ z istotnym wzrostem kosztów
czy konieczno±ci¡ zmiany struktury ukªadu regulacji. Obecno±¢ wspomnianej rezerwy wynika cz¦sto
z faktu istnienia sko«czonej rozdzielczo±ci (ziarnisto±ci) mocy obliczeniowej produktów oferowanych
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w handlu.

Podobny algorytm przesyªu danych, wykorzystuj¡cy grupowanie próbek sygnaªu steruj¡cego i jego
estymat dla kilku kroków w przód, opisano ju» w podrozdziale III.2.1 oraz w pracy [50]. Idea przed-
stawionego tam rozwi¡zania jest jednak odmienna: uzyskane przez grupowanie pakiety wysyªane s¡
z okresem M -krotnie dªu»szym w stosunku do okresu próbkowania T czujnika i aktuatora. Celem
tamtego rozwi¡zania byªo gªównie zmniejszenie obci¡»enia sieci, o której zaªo»ono, »e nie gubi pa-
kietów. Tutaj nie zmniejsza si¦ cz¦stotliwo±¢ przesªa« pakietów przez sie¢, ale uzyskuje si¦ pewne
uodpornienie ukªadu regulacji na skutki ich gubienia.

III.3.2 Sie¢ telekomunikacyjna wª¡czona na drodze sygnaªu pomiarowego

W poprzednim podrozdziale omówiono szczegóªowo przypadek rozproszonego ukªadu regulacji,
w którym gubi¡ca pakiety sie¢ telekomunikacyjna wª¡czona jest pomi¦dzy kompensatorem dyna-
micznym a urz¡dzeniem wykonawczym. Rysunek III.92a przedstawia z kolei ukªad, w którym sie¢
obecna jest mi¦dzy czujnikiem a kompensatorem. Podobnie jak poprzednio, problemowi gubienia
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Rys. III.92: Schemat blokowy rozproszonego ukªadu regulacji: a) wersja podstawowa, b) wersja
zmody�kowana (Pc � obiekt regulacji z czasem ci¡gªym, S � czujnik (sensor), A � urz¡dzenie
wykonawcze (aktuator), C � regulator, Ce � zmody�kowany kompensator dynamiczny, B � bufor,
E � estymator stanu, N � sie¢ telekomunikacyjna, Ts, Tc � zsynchronizowane zegary).

danych mo»na zaradzi¢ stosuj¡c technik¦ estymacji stanu. Stosowny ukªad regulacji przedstawiony
jest na rysunku III.92b, za± algorytm u»ytego w nim zmody�kowanego kompensatora dynamicz-
nego Ce wyja±nia schemat blokowy na rysunku III.93. W ukªadzie zrezygnowano z wyzwalania
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Rys. III.93: Schemat blokowy wyja±niaj¡cy dziaªanie algorytmu zmody�kowanego kompensatora
dynamicznego Ce.

kompensatora zdarzeniami na rzecz taktowania zegarem Tc, który musi by¢ zsynchronizowany z
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Ts. Wprowadzenie zegara mo»e stanowi¢ pewn¡ komplikacj¦ ukªadu regulacji, jednak jest niezb¦dne,
by gubienie pakietów sieciowych nie powodowaªo pomijania taktów pracy kompensatora.

Zasada dziaªa ukªadu jest nast¦puj¡ca. Bufor B przechwytuje pakiety docieraj¡ce z sieci N. Je±li
w chwili wyzwolenia akcji kompensatora Ce przez zegar Tc bufor jest peªen, przeª¡cznik Sw
przestawiany jest w górne poªo»enie i regulatorC wyznacza sterowanie w oparciu o ±wie»o otrzyman¡
próbk¦ stanu obiektu, a bufor jest zerowany. Je±li natomiast bufor jest pusty, przeª¡cznik kieruje na
wej±cie regulatora estymat¦ obecnego stanu, umieszczon¡ w poprzednim kroku oblicze« w kolejce
Q przez blok E. W przypadku zgubienia kilku pakietów z rz¦du, w ka»dym kroku estymator E
wyznacza now¡ warto±¢ estymaty, korzystaj¡c z poprzedniej, przechowanej w pomocniczej kolejceQ.

Cho¢ sposób technicznej realizacji sterowania w ukªadach z gubieniem próbek sterowa« (rysunek
III.80b) lub próbek stanu (rysunek III.92b) jest istotnie ró»ny, od strony matematycznej ukªady te
s¡ do siebie podobne. W obu ukªadach, w przypadku zgubienia pakietu, obiekt otrzymuje sterowanie
wyznaczone w oparciu o model procesu i estymat¦ stanu. Je±li zdarzy si¦ zgubienie kilku pakietów
pod rz¡d, kolejne estymaty stanu obliczane s¡ na podstawie poprzednich. Je±li dodatkowo zaªo»y¢,
»e w poprzednio omawianym ukªadzie dªugo±¢ »adnego ci¡gu nast¦puj¡cych bezpo±rednio po sobie
nieudanych transmisji nie przekracza horyzontu predykcji M , zast¦pcze modele matematyczne obu
ukªadów s¡ identyczne. Uwagi dotycz¡ce jako±ci regulacji i stabilno±ci poprzedniego ukªadu maj¡
wi¦c zastosowanie w niezmienionej formie równie» tutaj. Ró»nica pojawia si¦ w przypadku dªugo-
trwaªego nieprzerwanego zaniku transmisji. W aktualnie rozpatrywanym systemie akcja predyktora
mo»e by¢ bowiem powtarzana dowolnie dªugo, za± w poprzednim � po przekroczeniu horyzontu
predykcji M na obiekt podawane jest nieaktualne sterowanie. Od strony technicznej istotna jest
równie» ró»nica w zapotrzebowaniu na moc obliczeniow¡ kompensatorów Cm (na rysunku III.80b)
oraz Ce (rysunek III.92). Ostatni musi oblicza¢ estymat¦ stanu tylko wówczas, gdy nast¡pi zgu-
bienie pakietu i jest to estymata jednokrokowa. Poprzedni ukªad w ka»dym kroku musi wyznacza¢
komplet M estymat � nawet je±li nie nast¡pi odrzucenie pakietu sieciowego. Ró»na jest te» ilo±¢
danych przesyªanych w pojedynczym pakiecie sieciowym. Poprzednio � (M + 1) próbek sygnaªu
steruj¡cego, obecnie � pojedyncza próbka stanu.

III.3.3 Sieci telekomunikacyjne w torach pomiarowym i steruj¡cym

Dwa omówione wy»ej przypadki ukªadów z sieci¡ telekomunikacyjn¡ gubi¡c¡ pakiety mo»na poª¡-
czy¢ w jeden (rysunek III.94). Tutaj dwie ró»ne (lub jedna wspólna) sieci, w których zdarza si¦ od-
rzucanie pakietów, po±rednicz¡ w przesyªaniu zarówno próbek stanu, jak i sterowania. Schemat kom-
pensatora dynamicznego DC, odpowiedniego dla tego przypadku, przedstawiony jest na rysunku
III.95. Kompensator ten realizuje zarówno estymacj¦ brakuj¡cych danych pomiarowych, w przy-
padku zaniku poª¡czenia z czujnikiem, jak i predykcj¦ przyszªych sterowa«, na wypadek przerwy
w komunikacji z urz¡dzeniem wykonawczym. Model matematyczny tego ukªadu regulacji mo»na
uzyska¢ w sposób analogiczny jak dla ukªadów poprzednio rozwa»anych. Podobne s¡ te» wnioski
dotycz¡ce stabilno±ci i jako±ci regulacji.
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Rozdziaª IV

Podsumowanie

Celem, jaki stawiaª sobie Autor niniejszej rozprawy, byªo opracowanie algorytmów regulacji, które
mog¡ by¢ stosowane w rozproszonych systemach sterowania. Potrzeba stworzenia takich algorytmów
wynika z dwóch przyczyn. Z jednej strony, popularno±¢ systemów rozproszonych w automatyce
wci¡» ro±nie, z drugiej � klasyczne metody sterowania, u»yte w niezmienionej postaci w takich
systemach, nie zawsze mog¡ zapewni¢ stabilno±¢ ukªadu oraz wymagan¡ jako±¢ regulacji. Autor
zaplanowaª stworzenie algorytmów cz¦±ciowo uodpornionych na niekorzystne skutki wª¡czenia sieci
transmituj¡cej dane w p¦tl¦ sprz¦»enia zwrotnego ukªadu regulacji, takie jak wyst¦powanie opó¹nie«
komunikacyjnych, gubienie pakietów danych czy ograniczenie cz¦stotliwo±ci przesªa«. Z zaªo»enia,
uodpornienie miaªo by¢ osi¡gni¦te wyª¡cznie przez zastosowanie odpowiednich metod sterowania,
przy niezmienionych wªasno±ciach sieci telekomunikacyjnych.

Zdaniem Autora, postawiony cel zostaª osi¡gni¦ty. W pracy zaproponowano kilka ró»nych metod
sterowania, które pozwalaj¡ uodporni¢ rozproszony ukªad regulacji na efekty zwi¡zane z obecno-
±ci¡ sieci. Metody te zostaªy opracowane teoretycznie, a ich skuteczno±¢ sprawdzono na drodze
symulacji komputerowych, a w wybranych przypadkach � tak»e eksperymentów praktycznych prze-
prowadzonych w warunkach laboratoryjnych. Podrozdziaª III.1.1 po±wi¦cono ukªadom, w których
zmienne opó¹nienia komunikacyjne w sieci nie przekraczaj¡ przyj¦tego okresu próbkowania. Poka-
zano, jak eliminowa¢ ich niekorzystny wpªyw, stosuj¡c metod¦ predykcji stanu w oparciu o model
matematyczny obiektu regulacji. Uszczegóªowiono tu tak»e wybrane twierdzenia dotycz¡ce stabil-
no±ci, w szczególno±ci twierdzenie III.8, którego posta¢ umo»liwiªa bezpo±rednie zastosowanie do
rozwa»anych przypadków. Przedstawiono kilka wersji algorytmów sterowania oraz wskazano, które
z nich mog¡ by¢ stosowane dla ró»nych wariantów lokalizacji sieci w ukªadzie. W podrozdziale III.1.2
opisano metod¦ u»ycia buforów ujednolicaj¡cych zmienne w czasie opó¹nienia komunikacyjne, prze-
kraczaj¡ce lub nie okres próbkowania. Scharakteryzowano pi¦¢ ró»nych odmian buforów oraz podano
wskazówki, którymi nale»y si¦ kierowa¢ przy ich doborze dla ró»nych typów sieci i ró»nych charakte-
rów opó¹nie« w nich wyst¦puj¡cych. Kolejne trzy podrozdziaªy po±wi¦cono problemowi ograniczania
cz¦stotliwo±ci przesªa« w sieci. Podrozdziaª III.2.1 prezentuje metod¦ grupowego przesyªania próbek
sygnaªów pomiarowych i steruj¡cych, pozwalaj¡c¡ kilkakrotnie obni»y¢ cz¦stotliwo±¢, z jak¡ trans-
mitowane s¡ dane. Z punktu widzenia obiektu regulacji, dzi¦ki zastosowaniu techniki estymowania
stanu i sterowa«, w ukªadzie zachowano niezmienion¡ cz¦stotliwo±¢ próbkowania, mimo obni»onej
cz¦stotliwo±ci transmisji. W podrozdziale III.2.2 zaprezentowano sposób suboptymalnego doboru
harmonogramu niejednoczesnego próbkowania wyj±¢ obiektu SIMO. Dzi¦ki niejednoczesnemu prób-
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kowaniu zmniejsza si¦ obci¡»enie sieci, ale konieczne jest przy tym zastosowanie techniki odtwa-
rzania niepodlegaj¡cych pomiarowi danych w oparciu o model matematyczny obiektu. Podrozdziaª
III.2.3 po±wi¦cono ulepszonemu ekstrapolatorowi pierwszego rz¦du (IFOH), w którym zastosowano
parametryzacj¦ sterowania wielomianem pierwszego stopnia, podwajaj¡c w ten sposób (formalnie)
ilo±¢ wej±¢ obiektu. Zabieg ten pozwala uzyska¢ lepsz¡ jako±¢ sterowania w ukªadzie z niezmienion¡
cz¦stotliwo±ci¡ próbkowania, lub te» ograniczy¢ t¦ cz¦stotliwo±¢, bez pogorszenia jako±ci regulacji.
Wreszcie w podrozdziale III.3 opisano metod¦ uodparniania ukªadu na odrzucanie pakietów w sieci
telekomunikacyjnej, przez zastosowanie estymacji stanu i sterowa«. Zaprezentowano kilka wersji
ukªadu regulacji, odpowiednich dla przypadków ró»nej lokalizacji sieci telekomunikacyjnej.

Wspóln¡ cech¡ wszystkich opisanych metod regulacji jest wykorzystanie modelu matematycznego
sterowanego obiektu. W zaprezentowanych algorytmach model wykorzystywany byª na dwa spo-
soby: o�-line, na etapie projektowania ukªadu oraz on-line, w trakcie jego pracy. W trybie o�-
line dobierano nastawy regulatorów, gwarantuj¡ce asymptotyczn¡ stabilno±¢ ukªadu lub osi¡gni¦cie
optymalnej jako±ci regulacji. W trybie on-line model wykorzystywany byª do estymowania niezna-
nych sygnaªów. Estymacja ta miaªa charakter odtwarzania stanu (gdy nie byª on w caªo±ci dost¦pny
pomiarowo), predykcji (gdy dane pomiarowe byªy opó¹nione) lub �ltracji (gdy w sygnaªach pomia-
rowych wyst¦powaªy zakªócenia). W poszczególnych cz¦±ciach pracy nawi¡zano tak»e do problemu
identy�kacji modeli, w sensie oceny wpªywu niezgodno±ci obiekt�model na jako±¢ sterowania i wa-
runki stabilno±ci.

Zaprezentowany w pracy materiaª stanowi potwierdzenie postawionej w rozdziale Wprowadzenie
tezy, w my±l której wykorzystanie prawidªowo zidenty�kowanego modelu procesu w ukªadzie regulacji
z p¦tl¡ sprz¦»enia zwrotnego zamkni¦t¡ przez sie¢ telekomunikacyjn¡ umo»liwia zastosowanie algo-
rytmów sterowania cz¦±ciowo uodpornionych na efekty wnoszone przez rozproszony charakter ukªadu
regulacji. Zaprezentowane metody sterowania rozproszonego wykorzystuj¡ model obiektu i umo»-
liwiaj¡ do pewnego stopnia uodpornienie ukªadu regulacji na zmienne opó¹nienia komunikacyjne,
gubienie pakietów czy ograniczenie cz¦stotliwo±ci przesªa«. Zastosowanie opisanych algorytmów po-
prawia jako±¢ regulacji i pozwala zachowa¢ stabilno±¢ sytemu.

Za swój wkªad wªasny Autor uwa»a zebranie i krytyczny przegl¡d algorytmów sterowania w roz-
proszonych ukªadach regulacji i na tej podstawie zaproponowanie metod, które s¡ efektywne, przy
stosunkowo niskim stopniu zªo»ono±ci algorytmu. Za swój dorobek autor uznaje równie» zapropo-
nowanie systematycznego podej±cia do problemu buforowania w rozproszonych ukªadach regulacji,
a w szczególno±ci wyniki zawarte w podrozdziaªach III.1.2.3�III.1.2.5.

W przyszªo±ci Autor zamierza kontynuowa¢ badania w dziedzinie systemów rozproszonych. Skupi¡
si¦ one na trzech zagadnieniach, które nie byªy do tej pory przez niego badane lub te» nie po±wi¦cono
im nale»ytej uwagi. S¡ to odpowiednio: systemy sterowania obiektami nieliniowymi, ukªady poddane
zakªóceniom stochastycznym oraz systemy, w których ze wspólnej sieci telekomunikacyjnej korzysta
wiele niezale»nych ukªadów regulacji.

Rozwi¡zania opisane w rozprawie bazowaªy na liniowych modelach obiektów sterowania. Jest to
poniek¡d uzasadnione prostsz¡ i ujednolicon¡ analiz¡ tego typu ukªadów oraz faktem, i» w prak-
tyce przemysªowej modele liniowe dominuj¡ ze wzgl¦du na znaczn¡ nieraz trudno±¢ prawidªowej
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identy�kacji modeli nieliniowych. Z drugiej jednak strony, nie wszystkie przypadki dopuszczaj¡ po-
dej±cie oparte na linearyzacji, zwªaszcza wówczas, gdy zadaniem regulacji nie jest stabilizacja lub gdy
nieliniowe charakterystyki procesu nie maj¡ ªagodnego charakteru. Powszechnie wyst¦puj¡cymi nie-
liniowo±ciami s¡ równie» ograniczenia na warto±ci i szybko±ci zmian sygnaªów steruj¡cych, zwi¡zane
z wªasno±ciami urz¡dze« wykonawczych. Przyj¦cie nieliniowych modeli stawia przed projektantem
ukªadu regulacji dodatkowe wyzwania, z którymi Autor pragnie si¦ w przyszªo±ci zmierzy¢.

W niniejszej rozprawie poruszono zagadnienie sterowania w ukªadach z sieci¡, w której przesyª da-
nych ma charakter stochastyczny. Zazwyczaj wykorzystywano jednak jedynie uproszczon¡ wiedz¦
o charakterze zmienno±ci opó¹nie« b¡d¹ o zjawisku gubienia danych. Ograniczaªa si¦ ona do zna-
jomo±ci górnego ograniczenia opó¹nienia (podrozdziaª III.1.1), przybli»onego charakteru rozkªadu i
jego zmienno±ci w czasie (podrozdziaª III.1.2) lub maksymalnej ilo±ci nast¦puj¡cych po sobie nie-
udanych transmisji (podrozdziaª III.3). Wykorzystanie peªniejszej wiedzy o losowym charakterze
zjawisk (na przykªad opisanie opó¹nie« za pomoc¡ ªa«cuchów Markowa) pozwala zwykle uzyska¢
lepsze wyniki regulacji i jednocze±nie mniej zachowawcze warunki stabilno±ci [42, 134]. Zdaniem
Autora, ten obszar bada« jest tym bardziej atrakcyjny, »e metody stochastyczne mo»na stosowa¢
równie» w zªo»onych ukªadach deterministycznych, gdzie inny sposób analizy jest zbyt skompliko-
wany.

W praktycznie spotykanych rozproszonych ukªadach regulacji cz¦sto z jednej, wspólnej sieci przesyªu
danych korzysta wiele w¦zªów sieciowych, nale»¡cych do odr¦bnych ukªadów regulacji. Ograniczone
zasoby sieci zmuszaj¡ poszczególne ukªady do konkurowania o dost¦p do medium i mo»liwo±¢ prze-
syªu danych. Optymalizacja pracy takiego systemu wymaga caªo±ciowego spojrzenia na wszystkie
wchodz¡ce w jego skªad ukªady, powi¡zane faktem korzystania ze wspólnej sieci. Kilka metod pro-
jektowania rozwa»anych systemów opisano w podrozdziaªach II.3.1�II.3.2, traktuj¡cych o metodzie
wspóªprojektowania (co-design). W przyszªo±ci Autor zamierza wª¡czy¢ to zagadnienie do zakresu
swoich bada«.

Niniejsza rozprawa gromadzi i podsumowuje dotychczasowy dorobek Autora w dziedzinie rozpro-
szonych systemów sterowania. Jednak nie wszystkie uzyskane wyniki zostaªy w niej zawarte. By
ograniczy¢ obj¦to±¢ pracy, usuni¦to z niej dwa zagadnienia, którymi Autor równie» si¦ zajmowaª.
Pierwsze z nich dotyczy wykorzystania predyktora Smitha w systemach rozproszonych, drugie za±
traktuje o dekompozycji ukªadu regulacji i eliminacji sieci telekomunikacyjnej.

Predyktor Smitha sªu»y do sterowania obiektami z opó¹nieniem, wydaje si¦ wi¦c atrakcyjnym roz-
wi¡zaniem dla rozproszonych systemów sterowania, gdy» opó¹nienia s¡ ich wrodzon¡ cech¡. Je±li
jednak zmieniaj¡ si¦ one w czasie lub wyst¦puj¡ dodatkowo inne zjawiska (na przykªad gubienie
pakietów), konieczne jest wprowadzenie mody�kacji w podstawowej strukturze predyktora Smitha.
Zagadnienie to Autor opisaª w pracy [121]. Dla prawidªowego funkcjonowania predyktora Smitha
konieczna jest znajomo±¢ warto±ci opó¹nienia. Je±li nie ma mo»liwo±ci jego bezpo±redniego pomiaru,
mo»na przy pewnych zaªo»eniach skorzysta¢ z adaptacyjnego ukªadu regulacji, w którym jest ono
ustawicznie estymowane. Propozycj¦ takiego ukªadu Autor podaª w artykule [122].

190



Dodatki

D.1 Zawarto±¢ M-pliku poszukuj¡cego rozwi¡zania ukªadu LMI

Ponie»ej zamieszczono kod ¹ródªowy M-pliku wykorzystywanego w przykªadzie III.3 do znalezienia
dopuszczalnego rozwi¡zania V ukªadu nierówno±ci macierzowych (LMI). Istnienie rozwi¡zania jest
warunkiem dostatecznym asymptotycznej stabilno±ci pewnego rozproszonego ukªadu regulacji.

a=100, b=40
A=[0 a; 0 0], B=[0; b]
syms delta ksi;
Fi=simple(expm(delta*A))
Gamma=simple(int(expm(ksi*A)*B,ksi,0,delta))
K=[3,2];
Psi=Fi-Gamma*K
delta_min=0.0008, delta_max=0.0072
setlmis([])
lmivar(1,[2,1])
lmiterm([-1,1,1,1],eye(2),eye(2))
for numer=1:11,

d=delta_min+(numer-1)*(delta_max-delta_min)/10,
P=subs(Psi,delta,d);
lmiterm([numer,1,1,1],P.',P);
lmiterm([numer,1,1,1],-eye(2),eye(2));

end;
uklad=getlmis;
[wskaznik,rozwiazanie]=feasp(uklad)
V=dec2mat(uklad,rozwiazanie,1)

D.2 Wyznaczanie transmitancji regulatorów metod¡ lokowania biegunów

Poni»ej zamieszczono rozwi¡zanie zadania polegaj¡cego na wyznaczeniu regulatorów opisanych dys-
kretnymi transmitancjami C1[z] i C2[z], odpowiednio dla obiektów P1[z] (III.50) i P2[z] (III.49),
w taki sposób, by wszystkie bieguny obu zamkni¦tych ukªadów regulacji byªy równe 0.6. Przy
projektowaniu regulatorów posªu»ymy si¦ pomocniczym schematem zamkni¦tego ukªadu regulacji,
przedstawionym na rysunku D.1, na którym zastosowano oznaczenia

P [z] =
B[z]
A[z]

, C[z] =
S[z]
R[z]

Zaªó»my, »e transmitancje P [z] oraz C[z] dane s¡ funkcjami wymiernymi, b¦d¡cymi stosunkami
wzajemnie pierwszych wielomianów (odpowiednio B[z] i A[z] oraz S[z] i R[z]). Transmitancja za-
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Rys. D.1: Schemat ukªadu regulacji wykorzystywany przy projektowaniu regulatorów.

mkni¦tego ukªadu regulacji, przedstawionego na rysunku, dana jest wzorem

G[z] =
Go[z]

1 + Go[z]

gdzie Go[z] jest transmitancj¡ ukªadu otwartego

Go[z] = P [z] C[z] =
B[z]
A[z]

S[z]
R[z]

=
B[z] S[z]
A[z] R[z]

St¡d

G[z] =
B[z] S[z]

A[z] R[z] + B[z] S[z]
(D.1)

Zgodnie z zaªo»eniami projektowymi, mianownik M [z] transmitancji G[z] = N [z]/M [z] powinien
mie¢ posta¢ wielomianu o wielokrotnym pierwiastku 0.6

M [z] =(z − 0.6)5 = z5 + m4 z4 + m3 z3 + m2 z2 + m1 z + m0 =

=z5 − 3 z4 + 3.6 z4 − 2.16 z2 + 0.648 z − 0.07776

Przyrównuj¡c mianownik A[z] R[z]+B[z] S[z] wyra»enia (D.1) do M [z], danego powy»szym wzorem,
otrzymuje si¦ równanie diofantyczne [97]

A[z] R[z] + B[z] S[z] = M [z] (D.2)

Niewiadomymi w tym równaniu wielomianowym s¡ wspóªczynniki wielomianów R[z] i S[z], opi-
suj¡cych regulator C[z]. Wielomian M [z] po prawej stronie znaku równo±ci jest stopnia pi¡tego.
Posiada on 6 wspóªczynników zale»nych od zadanych biegunów ukªadu zamkni¦tego (wspóªczynnik
przy najwy»szej pot¦dze zmiennej z mo»na przyj¡¢ równy jedno±ci). St¡d, dla uzyskania jedno-
znacznego rozwi¡zania równania diofantycznego, trzeba wielomiany R[z] i S[z] uzale»ni¢ od sze±ciu
niewiadomych. Za»¡dajmy, by transmitancja C[z] regulatora byªa przynajmniej nie±ci±le wªa±ciwa
(deg S[z] 6 deg R[z]). Wówczas dla uzyskania sze±ciu niewiadomych wspóªczynników nale»y przyj¡¢
stopnie obu wielomianów R[z] i S[z] równe 2 (deg R[z] = deg S[z] = 2)

S[z] = s2 z2 + s1 z + s0, R[z] = r2 z2 + r1 z + r0

Równanie wielomianowe (D.2) mo»na zast¡pi¢ ukªadem pi¦ciu równa« algebraicznych

a0 r0 + b0 s0 = m0

a1 r0 + a0 r1 + b1 s0 + b0 s1 = m1

a2 r0 + a1 r1 + a0 r2 + b2 s0 + b1 s1 + b0 s2 = m2

a3 r0 + a2 r1 + a1 r2 + b2 s1 + b1 s2 = m3

a3 r1 + a2 r2 + b2 s2 = m4

a3 r2 = m5
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gdzie

A[z] = a3 z3 + z2 z2 + z1 z + a0

B[z] = b2 z2 + b1 z + b0

Powy»szy ukªad równa« mo»e by¢ zapisany w postaci wektorowo-macierzowej



a0 0 0 b0 0 0

a1 a0 0 b1 b0 0

a2 a1 a0 b2 b1 b0

a3 a2 a1 0 b2 b1

0 a3 a2 0 0 b2

0 0 a3 0 0 0







r0

r1

r2

s0

s1

s2




=




m0

m1

m2

m3

m4

m5




(D.5)

Jest to ukªad o postaci W z = b, a jego rozwi¡zanie dane jest wzorem z = W−1 b.

W wyniku rozwi¡zania ukªadu (D.5) dla wielomianów A[z] i B[z] wzi¦tych kolejno z transmitancji
P1[z] (III.50) oraz P2[z] (III.49), otrzymano wielomiany R[z] i S[z], opisuj¡ce regulatory C1[z]

oraz C2[z]. Transmitancje tych regulatorów s¡ nast¦puj¡ce

C1[z] =
−0.12864 z2 + 0.28672 z − 0.15552

z2 − 0.93568 z + 0.9712

C2[z] =
−0.01072 z2 + 0.05216 z − 0.03888

z2 − z + 0.62144

D.3 Wyprowadzenie warunku porównywalno±ci ukªadów regulacji

Poni»ej poka»emy sposób wyznaczania macierzy K i L regulatora i obserwatora w ukªadach regulacji
z odrzucaniem i grupowaniem próbek, gwarantuj¡cy porównywalno±¢ pracy obu ukªadów. Obliczenia
przeprowadzone b¦d¡ dla przykªadu M = 4 i τ = T . Rozpoczniemy od rozpatrzenia przypadku
sterowania z odrzucaniem próbek w ukªadzie bez zakªóce« (v ≡ 0, w ≡ 0). Znajd¹my zale»no±¢
mi¦dzy x[k + 1] a x[k + 5], zakªadaj¡c peªn¡ zgodno±ci modelu z obiektem (Φ̂ = Φ, Γ̂ = Γ, Ĉ = C).
Na podstawie wzorów zamieszczonych na rysunku III.54, dla obiektu Pd mamy

x[k + 5] = Φx[k + 4] + Γu[k + 4] (D.7a)

x[k + 4] = Φx[k + 3] + Γu[k + 3] (D.7b)

x[k + 3] = Φx[k + 2] + Γu[k + 2] (D.7c)

x[k + 2] = Φx[k + 1] + Γu[k + 1] (D.7d)

Warto±ci sygnaªu steruj¡cego, wyst¦puj¡ce w powy»szych równaniach, s¡ takie sam i równe

u[k + 4] = u[k + 3] = u[k + 2] = u[k + 1] = −K1 x̂[k + 1]

Na podstawie pi¦ciu podanych wy»ej równa« mo»na otrzyma¢ wzór

x[k + 5] = Φ4 x[k + 1] +
(
Φ3 + Φ2 + Φ + I

)
ΓK1 x̂[k + 1]
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Dla uproszczenia zaªó»my, »e estymata stanu jest równa stanowi (co byªoby prawd¡ w przypadku
równo±ci warunków pocz¡tkowych obiektu i obserwatora)

x̂[k + 1] = x[k + 1]

W takim przypadku poprzednia formuªa przyjmuje posta¢

x[k + 5] =
(
Φ4 +

(
Φ3 + Φ2 + Φ + I

)
ΓK1

)
x[k + 1] (D.8)

Otrzymane równanie podaje zale»no±¢ mi¦dzy stanem x w dwóch chwilach czasu oddzielonych
�dªugim� okresem 4T .

Znajd¹my teraz zale»no±¢ mi¦dzy x[k+1] a x[k+5] w ukªadzie z grupowaniem próbek. Podobnie jak
poprzednio, przyjmiemy zaªo»enia o braku zakªóce« i zgodno±ci modelu z obiektem. Na podstawie
rysunku III.56 mo»na poda¢ cztery równania opisuj¡ce zachowanie si¦ obiektu, identyczne z (D.7a)�
(D.7d). W rozpatrywanym ukªadzie warto±ci sterowa« w kolejnych krokach s¡ (w ogólno±ci) ró»ne

u[k + 1] = −KM x̂[k + 1] (D.9a)

u[k + 2] = −KM
ˆ̂x[k + 2] (D.9b)

u[k + 3] = −KM
ˆ̂x[k + 3] (D.9c)

u[k + 4] = −KM
ˆ̂x[k + 4] (D.9d)

Zaªó»my jak poprzenio, »e estymata stanu w kolejnych krokach oblicze« równa jest stanowi

x̂[k + 1] = x[k + 1] (D.10a)
ˆ̂x[k + 2] = x[k + 2] (D.10b)
ˆ̂x[k + 3] = x[k + 3] (D.10c)
ˆ̂x[k + 4] = x[k + 4] (D.10d)

Wstawmy (D.10a)�(D.10d) do (D.9a)�(D.9d), a nast¦pnie (D.9a)�(D.9d) do (D.7a)�(D.7d). Na pod-
stawie czterech otrzymanych w ten sposób równa« uzyskujemy

x[k + 5] = (Φ− Γ KM )4 x[k + 1] (D.11)

Otrzymany wzór podaje zale»no±¢ mi¦dzy stanem x w dwóch chwilach czasu oddzielonych �dªugim�
okresem 4T .

Je±li macierze
(
Φ4 +

(
Φ3 + Φ2 + Φ + I

)
ΓK1

)
oraz (Φ− Γ KM )4 stanu w równaniach (D.8) oraz

(D.11) b¦d¡ miaªy takie same warto±ci wªasne, to mo»na miarodajnie porównywa¢ efekty dziaªania
obu regulatorów (w wersji z odrzucaniem i grupowaniem próbek). Speªnienie warunku równo±ci
warto±ci wªasnych mo»liwe jest przez odpowiedni dobór macierzy regulatorów K1 oraz KM .

W sposób podobny do opisanego wy»ej mo»na wyprowadzi¢ warunki, jakie powinny speªnia¢ ma-
cierze L1 i LM u»yte w identyczo±ciowych obserwatorach Luenbergera. Tym razem bada¢ b¦dziemy
zale»no±¢ mi¦dzy x̃[k − 3] a x̃[k + 1] w obu rozpatrywanych ukªadach regulacji (z odrzucaniem
i z grupowaniem próbek). Wielko±¢ x̃ zde�niowana jest jako bª¡d estymacji stanu (ró»nica mi¦dzy
estymat¡ x̂ a stanem x)

x̃[k] = x̂[k]− x[k]

194



Jak poprzednio zaªó»my brak zakªóce« oraz zgodno±¢ modelu z obiektem. Dla ukªadu z odrzucaniem
próbek obserwator oraz predyktor stanu opisane s¡ nast¦puj¡cymi równaniami

x̂[k + 1] = Φ x̂[k] + Γ u[k] + L1 (y[k]− C x̂[k]) (D.12a)

x̂[k] = Φ x̂[k − 1] + Γu[k − 1]

x̂[k − 1] = Φ x̂[k − 2] + Γu[k − 2]

x̂[k − 2] = Φ x̂[k − 3] + Γu[k − 3]

gdzie y[k] = C x[k]. Wzory te mo»na odczyta¢ z rysunku III.54. Trzy ostatnie równania mog¡ by¢
przeksztaªcone do postaci

x̂[k] = Φ3 x̂[k − 3] +
(
Φ2 + Φ + I

)
Γu[k − 3] (D.13)

poniewa» u[k − 3] = u[k − 2] = u[k − 1] = u[k]. Obiekt regulacji opisany jest formuªami

x[k + 1] = Φx[k] + Γ u[k] (D.14a)

x[k] = Φ x[k − 1] + Γu[k − 1] (D.14b)

x[k − 1] = Φx[k − 2] + Γu[k − 2] (D.14c)

x[k − 2] = Φx[k − 3] + Γu[k − 3] (D.14d)

Kombinacja trzech ostatnich wzorów daje

x[k] = Φ3 x[k − 3] +
(
Φ2 + Φ + I

)
Γu[k − 3] (D.15)

Odejmuj¡c (D.14a) od (D.12a) otrzymujemy

x̃[k + 1] = Φ x̃[k]− L1 C x̃[k]

Podobnie, odj¦cie (D.15) od (D.13) daje

x̃[k] = Φ3 x̃[k − 3]

Na podstawie dwóch ostatnich wzorów uzyskujemy równanie

x̃[k + 1] = (Φ− L1 C) Φ3 x̃[k − 3] (D.16)

Powy»sza formuªa wi¡»e ze sob¡ warto±ci bª¦du estymacji w chwilach czasu odlegªych o 4T .

Przejd¹my teraz do ukªadu z grupowaniem próbek. Obserwator stanu, przedstawiony na rysunku
III.56, opisany jest nast¦puj¡cymi wzorami

x̂[k + 1] = Φ x̂[k] + Γ u[k] + LM (y[k]− C x[k])

x̂[k] = Φ x̂[k − 1] + Γu[k − 1] + LM (y[k − 1]− C x[k − 1])

x̂[k − 1] = Φ x̂[k − 2] + Γu[k − 2] + LM (y[k − 2]− C x[k − 2])

x̂[k − 2] = Φ x̂[k − 3] + Γu[k − 3] + LM (y[k − 3]− C x[k − 3])
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gdzie y[k − i] = C x[k − i] dla i ∈ {0, 1, 2, 3}. Obiekt opisany jest równaniami stanu (D.14a)�
(D.14d). Odejmuj¡c stronami parami równania obserwatora i obiektu otrzymujemy

x̃[k + 1] = Φ x̃[k]− LM C x̃[k]

x̃[k] = Φ x̃[k − 1]− LM C x̃[k − 1]

x̃[k − 1] = Φ x̃[k − 2]− LM C x̃[k − 2]

x̃[k − 2] = Φ x̃[k − 3]− LM C x̃[k − 3]

Kombinacja czterech ostatnich równa« daje

x̃[k + 1] = (Φ− LM C)4 x̃[k − 3] (D.19)

Powy»szy wzór wi¡»e ze sob¡ warto±ci bª¦du estymacji w chwilach czasu odlegªych o 4T .

By mo»na byªo miarodajnie porównywa¢ dziaªanie ukªadów z odrzucaniem i grupowaniem próbek,
macierze (Φ− L1 C) Φ3 oraz (Φ− LM C)4 w równaniach stanu (D.16) oraz (D.19) powinny mie¢ te
same warto±ci wªasne. Mo»na to osi¡gn¡¢ przez odpowiedni dobór macierzy L1 i LM .

Powy»ej rozwa»ano konkretny przypadek gdy M = 4. W podobny sposób mo»na wyprowadzi¢
warunki porównywalno±ci ukªadów dla dowolnego sko«czonego M > 2.

D.4 Wska¹nik jako±ci regulacji dla ukªadu z ekstrapolatorem ZOH

Poni»ej zamieszczono wyprowadzenie formuªy wska¹nika jako±ci regulacji w ukªadzie z ekstrapola-
torem typy ZOH.

Z zaªo»enia obiekt Pc ma jedno wej±cie, a to oznacza, »e sygnaª u (t) jest skalarem. St¡d skªadnik
u(t)T R u(t) funkcji podcaªkowej w (III.127) mo»na zast¡pi¢ przez R u(t)2, otrzymuj¡c

J =
∫ ∞

0

[
x(t)T Qx(t) + R u(t)2

]
dt (D.20)

Caªka wyst¦puj¡ca we powy»szym wzorze mo»e by¢ rozbita na sum¦ caªek na przedziaªach wyzna-
czonych przez kolejne chwile próbkowania tk = k T

J =
∞∑

k=0

∫ (k+1) T

k T

[
x(t)T Qx(t) + R u(t)2

]
dt =

∞∑

k=0

Jk (D.21)

Stosuj¡c podstawienie t = τ + k T , caªk¦ Jk mo»na przedstawi¢ w postaci

Jk =
∫ T

0

[
x(k T + τ)T Qx(k T + τ) + R u(k T + τ)2

]
dτ (D.22)

Dalej wyprowadzimy zale»no±¢ wielko±ci Jk od warto±ci dyskretnych sygnaªów x[k] oraz u[k]. W tym
celu najpierw we wzorze (III.15) zastosujemy podstawienia

t1 = k T , t2 = t1 + τ = k T + τ, τ ∈ [0, T ) , k ∈ N, x(k T ) = x[k]

otrzymuj¡c

x(k T + τ) = eτ A x[k] +
∫ k T+τ

k T
e(k T+τ−ζ) A B dζ u[k]
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Caªkuj¡c przez podstawienie σ = k T+τ−ζ oraz zamieniaj¡c kolejno±¢ granic caªkowania, dostajemy

x(k T + τ) = eτ A︸︷︷︸
FZOH(τ)

x[k] +
∫ τ

0
eσ A B dσ

︸ ︷︷ ︸
GZOH(τ)

u[k]

lub inaczej

x(k T + τ) = FZOH(τ) x[k] + GZOH(τ) u[k] (D.23)

gdzie

FZOH(τ) = eτ A, GZOH(τ) =
∫ τ

0
eσ A B dσ

Dla skrócenia i uproszczenia zapisu wprowadzimy nast¦puj¡ce oznaczenia

Fτ = FZOH(τ), Gτ = GZOH(τ)

xkτ = x(k T + τ), ukτ = u(k T + τ), xk = x[k], uk = u[k]

w których równanie (D.23) przyjmuje posta¢

xkτ = Fτ xk + Gτ uk (D.24)

a wzór (D.22) otrzymuje form¦

Jk =
∫ T

0

[
xT

kτ Qxkτ + R u2
kτ

]
dτ (D.25)

Z zasady dziaªania ekstrapolatora ZOH wynika równo±¢ ukτ = u[k] dla ka»dego τ ∈ [0, T ) . Wsta-
wiaj¡c (D.24) do (D.25), otrzymujemy.

Jk =
∫ T

0

[
(Fτ xk + Gτ uk)T Q (Fτ xk + Gτ uk) + R u2

k

]
dτ

a nast¦pnie

Jk =
∫ T

0

(
xT

k FT
τ QFτ xk + xT

k FT
τ QGτ uk+

uk GT
τ QFτ xk + uk GT

τ QGτ uk + R u2
k

)
dτ

(D.26)

Uwzgl¦dniaj¡c równo±ci

xT
k FT

τ QGτ uk = uk GT
τ Q Fτ xk, uk GT

τ QGτ uk = GT
τ QGτ u2

k

we wzorze (D.26) mo»na zredukowa¢ liczb¦ skªadników i upro±ci¢ go do postaci

Jk =
∫ T

0

[
xT

k FT
τ QFτ xk + 2 xT

k FT
τ QGτ uk +

(
GT

τ QGτ + R
)

u2
k

]
dτ

Rozbijaj¡c caªk¦ na sum¦ i wyª¡czaj¡c staªe poza znaki caªek, dostajemy

Jk = xT
k

[∫ T

0
FT

τ QFτ dτ

]

︸ ︷︷ ︸
QZOH

xk + 2 xT
k

[∫ T

0
FT

τ QGτ dτ

]

︸ ︷︷ ︸
SZOH

uk +
[∫ T

0

(
GT

τ Q Gτ + R
)

dτ

]

︸ ︷︷ ︸
RZOH

u2
k
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lub inaczej

Jk = xT
k QZOH xk + 2 xT

k SZOH uk + RZOH u2
k (D.27)

gdzie

QZOH =
∫ T

0
FT

τ Q Fτ dτ, SZOH =
∫ T

0
FT

τ QGτ dτ, RZOH =
∫ T

0

(
GT

τ QGτ + R
)

dτ

Wstawiaj¡c (D.27) do (D.21) i wracaj¡c do oznacze« x[k], u[k], otrzymuje si¦ ostatecznie

J =
∞∑

k=0

(
x[k]T QZOH x[k] + 2x[k]T SZOH u[k] + RZOH u[k]2

)

D.5 Model matematyczny ukªadu regulacji z ekstrapolatorem FOH

Poni»ej zamieszczono wyprowadzenie równa« stanu opisuj¡cych ukªad regulacji z ekstrapolatorem
typu FOH. Wzór (III.124), opisuj¡cy prac¦ ekstrapolatora FOH, mo»na przeksztaªci¢ do postaci

u(t) =
(

1 +
t− k T

T

)
u[k]− t− k T

T
u[k − 1] (D.28)

Stosuj¡c we wzorze (III.15) podstawienia t1 = k T i t2 = (k + 1) T oraz uwzgl¦dniaj¡c równo±¢
(D.28), otrzymuje si¦ nast¦puj¡c¡ formuª¦

x[k+1] = eT A x[k]+
∫ (k+1) T

k T
e((k+1) T−ζ) A B

((
1 +

ζ − k T

T

)
u[k]− ζ − k T

T
u[k − 1]

)
dζ (D.29)

Dokonuj¡c w caªce zamiany zmiennych ξ = (k +1)T − ζ, zamieniaj¡c miejscami granice caªkowania
oraz rozbijaj¡c j¡ na sum¦ dwóch skªadników, dostajemy

x[k + 1] = eT A︸︷︷︸
Φfoh

x[k] +
∫ T

0
eξ A B

(
2− ξ

T

)
dξ

︸ ︷︷ ︸
Γfoh

0

u[k] +
∫ T

0
eξ A B

(
ξ

T
− 1

)
dξ

︸ ︷︷ ︸
Γfoh

1

u[k − 1]

lub inaczej

x[k + 1] = Φfoh x[k] + Γfoh
0 u[k] + Γfoh

1 u[k − 1] (D.30)

gdzie

Φfoh = eT A, Γfoh
0 =

∫ T

0
eξ A B

(
2− ξ

T

)
dξ, Γfoh

1 =
∫ T

0
eξ A B

(
ξ

T
− 1

)
dξ

Podobnie jak poprzednio y[k] = C foh x[k], gdzie C foh = C = I. Posta¢ wzoru (D.30) sugeruje
konieczno±¢ wprowadzenia rozszerzonego wektor stanu

z[k] =

[
x[k]

u[k − 1]

]
(D.31)

Z jego pomoc¡ oraz na podstawie wyprowadzonych wy»ej wzorów, mo»na skonstruowa¢ równania
stanu z czasem dyskretnym, opisuj¡ce rozwa»any obiekt regulacji

[
x[k + 1]

u[k]

]
=

[
Φfoh Γfoh

1

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
ΦFOH

[
x[k]

u[k − 1]

]
+

[
Γfoh

0

1

]

︸ ︷︷ ︸
ΓFOH

u[k]

y[k] =
[

Cfoh 0
]

︸ ︷︷ ︸
CFOH

[
x[k]

u[k − 1]

]
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lub inaczej

z[k + 1] = ΦFOH z[k] + ΓFOH u[k]

y[k] = CFOH z[k]

gdzie

ΦFOH =

[
Φfoh Γfoh

1

0 0

]
, ΓFOH =

[
Γfoh

0

1

]
, CFOH =

[
C 0

]

D.6 Wska¹nik jako±ci regulacji dla ukªadu z ekstrapolatorem FOH

Poni»ej zamieszczono wyprowadzenie formuªy wska¹nika jako±ci regulacji w ukªadzie z ekstrapo-
latorem typy FOH. Wzór (D.29) otrzymano z (III.15) stosuj¡c podstawienie t2 = (k + 1) T . Je±li
zamiast tego przyj¡¢ t2 = k T + τ dla 0 6 τ < T , uzyskuje si¦

x(k T + τ) = eτ A x[k] +
∫ k T+τ

k T
e(k T+τ−ζ) A B

((
1 +

ζ − k T

T

)
u[k]− ζ − k T

T
u[k − 1]

)
dζ

Po zastosowaniu zamiany zmiennych σ = k T+τ−ζ, zamianie miejscami granic caªkowania i rozbiciu
caªki na sum¦ dwóch skªadników, dostajemy

x(k T + τ) = eτ A︸︷︷︸
FFOH(τ)

x[k] +
∫ τ

0
eσ A B

(
1 +

τ − σ

τ

)
dσ

︸ ︷︷ ︸
GFOH(τ)

u[k] +
∫ T

0
eσ A B

σ − τ

T
dσ

︸ ︷︷ ︸
HFOH(τ)

u[k − 1]

lub inaczej

x(k T + τ) = FFOH(τ) x[k] + GFOH(τ) u[k] + HFOH(τ)u[k − 1] (D.34)

gdzie

FFOH(τ) = eτ A, GFOH(τ) =
∫ τ

0
eσ A B

(
1 +

τ − σ

τ

)
dσ

HFOH(τ) =
∫ τ

0
eσ A B

σ − τ

T
dσ

Dla uproszczenia dalszych zapisów wprowadzimy nast¦puj¡ce oznaczenia

Fτ = FFOH(τ), Gτ = GFOH(τ), Hτ = HFOH(τ)

xkτ = x(k T + τ), ukτ = u(k T + τ)

Po ich zastosowaniu równania: (D.34) (rozwi¡zanie równania stanu z czasem ci¡gªym na przedziale
[k T, (k + 1) T )), (D.28) (sygnaª u z ekstrapolatora FOH) i (D.22) (skªadowy wska¹nik jako±ci)
mo»na zapisa¢ jako

xkτ = Fτ xk + Gτ uk + Hτ uk−1 (D.35)

ukτ =
(
1 +

τ

T

)
uk − τ

T
uk−1 (D.36)

Jk =
∫ T

0

[
xT

kτ Qxkτ + R u2
kτ

]
dτ (D.37)
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Wstawiaj¡c (D.35) i (D.36) do (D.37) otrzymuje si¦

Jk =
∫ T

0

[
(Fτ uk + Gτ uk + Hτ uk−1)T Q (Fτ uk + Gτ uk + Hτ uk−1)+

+R
((

1 +
τ

T

)
uk − τ

T
uk−1

)2
]

dτ

Po dokonaniu pot¦gowania i wykonaniu odpowiednich mno»e« dostajemy

Jk =
∫ T

0

(
uT

k FT
τ QFτ uk + uT

k FT
τ QGτ uk + uT

k FT
τ QHτ uk−1+

uk GT
τ QFτ uk + uk GT

τ QGτ uk + uk GT
τ QHτ uk−1+

uk−1 HT
τ QFτ uk + uk−1 HT

τ QGτ uk + uk−1 HT
τ QHτ uk−1+

R
(
1 +

τ

T

)2
u2

k − 2R
(
1 +

τ

T

) τ

T
uk uk−1 + R

( τ

T

)2
u2

k−1

)
dτ

(D.38)

Po uwzgl¦dnieniu równo±ci

x[k]T FT
τ QGτ u[k] = u[k]GT

τ QFτ x[k]

x[k]T FT
τ QHτ u[k − 1] = u[k − 1]HT

τ QFτ x[k]

u[k] GT
τ QGτ u[k] = GT

τ QGτ u[k]2

u[k − 1]HT
τ Q Hτ u[k − 1] = HT

τ QHτ u[k − 1]2

u[k − 1]HT
τ Q Gτ u[k] = HT

τ QGτ u[k] u[k − 1]

i pogrupowaniu skªadników, wzór (D.38) przyjmuje posta¢

Jk =
∫ T

0

[
x[k]T FT

τ Q Fτ x[k] + 2x[k]T FT
τ Q Gτ u[k] + 2x[k]T FT

τ QHτ u[k − 1]+

+
(

HT
τ Q Hτ + R

( τ

T

)2
)

u[k − 1]2 +
(

GT
τ QGτ + R

(
1 +

τ

T

)2
)

u[k]2+

+ 2
(

GT
τ QHτ −R

(
τ

T
+

τ2

T 2

))
u[k] u[k − 1]

]
dτ

Dalej, rozbijaj¡c caªk¦ na sum¦ caªek i stosuj¡c macierze blokowe, mo»na go przeksztaªci¢ do postaci

Jk =
[

x[k]T u[k − 1]
] ∫ T

0

[
FT

τ QFτ FT
τ QHτ

HT
τ QFτ HT

τ QHτ + R τ2

T 2

]
dτ

[
x[k]

u[k − 1]

]
+

+ 2
[

x[k]T u[k − 1]
] ∫ T

0


 FT

τ QGτ

GT
τ QHτ −R

(
τ
T + τ2

T 2

)

 dτ u[k]+

+
∫ T

0

(
GT

τ Q Gτ + R
(
1 +

τ

T

)2
)

dτ u[k]2

w której wyst¦puje rozszerzony wektor stanu (D.31). W zwartej formie powy»sze równanie przyjmuje
posta¢

Jk = z[k]T QFOH z[k] + 2 z[k]T SFOH u[k] + RFOH u[k]2 =

=
[

z[k]T u[k]
] [

QFOH SFOH

SFOHT
RFOH

] [
z[k]

u[k]

] (D.40)
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gdzie

QFOH =
∫ T

0

[
FT

τ QFτ FT
τ QHτ

HT
τ QFτ HT

τ QHτ + R τ2

T 2

]
dτ,

SFOH =
∫ T

0


 FT

τ QGτ

GT
τ QHτ −R

(
τ
T + τ2

T 2

)

 dτ,

RFOH =
∫ T

0

(
GT

τ QGτ + R
(
1 +

τ

T

)2
)

dτ

Wstawiaj¡c (D.40) do (D.21) otrzymuje si¦ ostatecznie

J =
∞∑

k=0

(
z[k]T QFOH z[k] + 2 z[k]T SFOH u[k] + RFOH u[k]2

)

D.7 Model matematyczny ukªadu regulacji z ekstrapolatorem IFOH

Poni»ej zamieszczono wyprowadzenie równa« stanu opisuj¡cych ukªad regulacji z ekstrapolatorem
typu IFOH.

Dokonuj¡c w równaniu (III.15) podstawie«

t1 = k T , t2 = (k + 1) T

oraz wstawiaj¡c u(t) okre±lone wzorem (III.125), otrzymujemy formuª¦

x((k + 1) T ) =e((k+1) T−k T ) A x(k T )+

+
∫ (k+1) T

k T
e((k+1) T−ζ) A B (u1[k] + (ζ − k T ) u2[k]) dζ

Po zastosowaniu oznacze«

x[k + 1] = x((k + 1)T ), x[k] = x(k T )

nast¦pnie zamianie w caªce zmiennych wedªug wzoru

ξ = (k + 1)T − ζ, ζ = (k + 1)T − ξ, dζ = −dξ, ζ − k T = T − ξ

i wykonaniu kilku przeksztaªce«, dostajemy wzór

x[k + 1] = eT A︸︷︷︸
Φifoh

x[k] +
∫ T

0
eξ A B dξ

︸ ︷︷ ︸
Γifoh

1

u1[k] +
∫ T

0
eξ A B (T − ξ) dξ

︸ ︷︷ ︸
Γifoh

2

u2[k]

lub inaczej

x[k + 1] = Φifoh x[k] + Γifoh
1 u1[k] + Γifoh

2 u2[k] (D.42)

gdzie

Φifoh = eT A, Γifoh
1 =

∫ T

0
eξ A B dξ, Γifoh

2 =
∫ T

0
eξ A B (T − ξ) dξ

201



Równanie (D.42) mo»na inaczej zapisa¢ jako

x[k + 1] = Φifoh︸︷︷︸
ΦIFOH

x[k] +
[

Γifoh
1 Γifoh

2

]

︸ ︷︷ ︸
ΓIFOH

[
u1[k]

u2[k]

]
(D.43)

gdzie u[k] =
[

u1[k] u2[k]
]T

. Na podstawie (D.43) oraz (III.59b) i (III.123), otrzymujemy równa-
nia stanu systemu z czasem dyskretnym

x[k + 1] = ΦIFOH x[k] + ΓIFOH u[k]

y[k] = CIFOH x[k]

gdzie

ΦIFOH = Φifoh, ΓIFOH =
[

Γifoh
1 Γifoh

2

]
, CIFOH = C = I

D.8 Wska¹nik jako±ci regulacji dla ukªadu z ekstrapolatorem IFOH

Poni»ej zamieszczono wyprowadzenie formuªy wska¹nika jako±ci regulacji w ukªadzie z ekstrapola-
torem typy IFOH. Podstawiaj¡c w (III.15)

t1 = k T , t2 = t1 + τ = k T + τ , τ ∈ [0, T )

otrzymujemy

x(k T + τ) = e((k T+τ)−k T ) A x(k T ) +
∫ k T+τ

k T
e(k T+τ−ζ) A B u(ζ) dζ

Wstawiaj¡c do powy»szego (III.125) dostajemy

x(k T + τ) = eτ A x[k] +
∫ k T+τ

k T
e(k T+τ−ζ) A B

(
u1[k] + (ζ − k T ) u2[k]

)
dζ

a nast¦pnie

x(k T + τ) = eτ A x[k] +
∫ k T+τ

k T
e(k T+τ−ζ) A B dζ u1[k]+

+
∫ k T+τ

k T
e(k T+τ−ζ) A B (ζ − k T ) dζ u2[k]

Stosuj¡c w obu caªkach zamian¦ zmiennych

ξ = k T + τ − ζ, ζ = k T + τ − ξ, dζ = −dξ, ζ − k T = τ − ξ

uzyskujemy

x(k T + τ) = eτ A︸︷︷︸
F IFOH(τ)

x[k] +
∫ τ

0
eξ A B dξ

︸ ︷︷ ︸
GIFOH(τ)

u1[k] +
∫ τ

0
eξ A B (τ − ξ) dξ

︸ ︷︷ ︸
HIFOH(τ)

u2[k]

lub inaczej

x(k T + τ) = F IFOH(τ)x[k] + GIFOH(τ)u1[k] + HIFOH(τ) u2[k] (D.45)
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gdzie

F IFOH(τ) = eτ A, GIFOH(τ) =
∫ τ

0
eξ A B dξ HIFOH(τ) =

∫ τ

0
eξ A B (τ − ξ) dξ

Po wprowadzeniu oznacze«

Fτ = FZOH(τ), Gτ = GZOH(τ), Hτ = HZOH(τ)

xk = x[k] = x(k T ), xkτ = x(k T + τ)

u1k = u1[k], u2k = u2[k], ukτ = u(k T + τ)

wzory (D.45), (III.125) i (D.22) mo»na zapisa¢ odpowiednio w postaci

xkτ = Fτ xk + Gτ u1k + Hτ u2k

ukτ = u1k + u2k τ

Jk =
∫ T

0

[
xT

kτ Qxkτ + R u2
kτ

]
dτ

Wstawiaj¡c do ostatniego wzoru dwa przedostatnie dostajemy

Jk =
∫ T

0

[
(Fτ xk + Gτ u1k + Hτ u2k)T Q (Fτ xk+

+ Gτ u1k + Hτ u2k) + R (u1k + u2k τ)2
]
dτ

a nast¦pnie

Jk =
∫ T

0

(
xT

k FT
τ Q Fτ xk + xT

k FT
τ QGτ u1k + xT

k FT
τ Q Hτ u2k+

u1k GT
τ QFτ xk + u1k GT

τ Q Gτ u1k + u1k GT
τ QHτ u2k+

u2k HT
τ QFτ xk + u2k HT

τ QGτ u1k + u2k HT
τ QHτ u2k+

R u2
1k + 2 R u1k u2k τ + R u2

2k τ2
)

dτ

Powy»sze, wobec równo±ci

xT
k FT

τ QGτ u1k = u1k GT
τ QFτ xk

xT
k FT

τ QHτ u2k = u2k HT
τ QFτ xk

u1k GT
τ QGτ u1k = GT

τ Q Gτ u2
1k

u2k HT
τ QHτ u2k = HT

τ QHτ u2
2k

u2k HT
τ QGτ u1k = HT

τ QGτ u1k u2k

przeksztaªca si¦ w

Jk =
∫ T

0

(
xT

k FT
τ QFτ xk + 2 xT

k FT
τ Q Gτ u1k + 2 xT

k FT
τ QHτ u2k+

+(GT
τ QGτ + R)u2

1k + 2 (GT
τ QHτ + R τ) u1k u2k + HT

τ Q Hτ + R τ2) u2
2k

)
dτ
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a nast¦pnie

Jk =xT
k

QIFOH︷ ︸︸ ︷∫ T

0
FT

τ QFτ dτ xk + 2 xT
k

SIFOH︷ ︸︸ ︷∫ T

0

[
FT

τ QGτ FT
τ QHτ

]
dτ

[
u1k

u2k

]
+

+
[

u1k u2k

] ∫ T

0

[
(GT

τ QGτ + R) (GT
τ QHτ + R τ)

( HT
τ QGτ + R τ) (HT

τ QHτ + R τ2)

]
dτ

︸ ︷︷ ︸
RIFOH

[
u1k

u2k

]

Otrzymany wynik mo»na zapisa¢ jako

Jk = x[k]T QIFOH x[k] + 2x[k]T SIFOH u[k] + u[k]T RIFOH u[k]

gdzie

QIFOH =
∫ T

0
FT

τ QFτ dτ

SIFOH =
∫ T

0

[
FT

τ QGτ FT
τ QHτ

]
dτ

RIFOH =
∫ T

0

[
(GT

τ QGτ + R) (GT
τ QHτ + R τ)

( HT
τ Q Gτ + R τ) (HT

τ QHτ + R τ2)

]
dτ

Ostatecznie, wracaj¡c do oznacze« x[k], u[k] =
[
u1[k] u2[k]

]T
, mamy

J =
∞∑

k=0

(
x[k]T QZOH x[k] + 2x[k]T SZOH u[k] + u[k]T RZOH u[k]

)
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